Chapitre 3
Les atomes a un électron (ou hydrogénoides).

[Hamiltonien, équations de Schrédinger dépendante et indépendante du temps.
Résolution de 'équation de Schrédinger. Analyse et interprétation des solutions.
Introduction du spin : spinorhitale]
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3.1 Mécanique quantique des atomes hydrogénoides

% i BTN, . s ,,i " oo -4 5. [ - - . - 2. Ly . .
L’atome hydrogénoides’, constitué d’un noyau de charge +Ze et d’un électron (charge —e

massem,, présente des états stationnaires d’énergie :

1 m,Z%* 1 3.1
"= T lme,)? 22 n?

n est un nombre entier appelé nombre quantique principal.
3.1.1 Systémes a deux particules

Nous nous intéresserons ici a la mécanique d’un systéme comportant deux particules :
¢ Le noyau, de masse M et de charge +Ze
e L’électron, de masse m, et de charge —e

Compte tenu des objectifs fixés, nous ignorerons le mouvement du centre de masse du systéme

que nous choisirons comme origine supposée fixe.

Dans ces conditions, le probléme mécanique peut se ramener, comme en mécanique classique,

a celui d’une seule particule, de masse :

~ mM (3.2)
H e m. + M

u : est appelé la masse réduite du systéme électron-proton

Cependant, dans le cas de "atome d’hydrogéne, ou My ~ 1836m,, on peut considérer que p =

m,.

1 s £ e . - . 3 g bt
'On appelle hydrogénoide un noyau autour duquel ne gravite qu’un seul électron (;He", sLi™,...).
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3.1.2 Les cordonnée sphérique (ou polaires)

La plupart des développements mathématiques et particuliérement, 1’équation de Schrédinger,
sont inextricables en coordonnées cartésiennes alors que souvent les variables se séparent si

PPon choisit les coordonnées sphériques. Nous adoptons donc un tel systeme défini selon la
figure 3.1

Un point de Pespace est défini par un ensemble de trois coordonnées r,8et @ :
r Représente 1a distance du point a Uorigine 0 S r < o

8 Représente 1'angle du rayon vecteur avec 'axe Oz 0 <6 <m

¢ Est I’angle du demi-plan limité par I’axe Oz et contenant le point avec I’axe Ox 0<
p K2
z
A
M
8 :
: > ¥
x “m

Figure. 3.1 Systéme de coordonnées sphériques

Dans ce systéme de coordonnées, on montre que ’opérateur laplacien s’écrit :

_id 2 d _}_
A—ﬁdr(r dr +r2A

4= 1 d(*ed‘)-y 1 d?
Avec : ' \Simeae " a8/ T sinte de? (3.4
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Et que pour 1'élément de volume a pour expression :

dr = r’sinfdrd8de (3.5)

3.1. 3 Hamiltonien

L hamiltonien B d’un hydrogénoide est la somme de 1’énergie cinétique T et de I’énergie

potentielle?.

H=T+V (3.6)
PR, PR
ZM ™ Te — 3.7

. et Ry étant les vecteurs de position des deux particules e et N, respectivement. Le potentiel
V(s — Ry) dépend des deux vecteurs T et Ry spécifiquement a travers la distance. Dans le cas

de I"atome hydrogénoide, il est défini par :

Ze? (3.8)
(47{86)’?: - ﬁ:l

V(re N} =

3.2 Equation de Schrodinger monoélectronique

On a un probléme a 2 corps donc on peut placer dans le référentiel du centre de masse et

G , . m,M )

étudier le moment d’une particule de masse p = oy Mais comme My = 1836m, pour
Mg

I"hydrogéne, on peut considérer que p = m,.

On a donc un électron situé a une distance r du noyau (considéré comme immobile et au centre

de gravité de I’atome).

Le hamiltonien peut donc s’écrire pour un hydrogénoide :

X3 Ze? 1 (3.9
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n_ 1 Z (3.10)
H——-ZA ;(uia)

En cordonnées sphériques A= 7?2 (laplacien) semble d’écriture plus compliquée qu’en
cordonnées cartésiennes.

d* " i d?
Cordonnées cartésiennes — A= cfx =+ o7 4 dzz 311

(3.12)
Cordonnées sphériques —) A = }%% (Tz 5?) + rzsjine 5% {siné‘ E%) * :2—551;2'55%
En le réécrivant en coordonnées sphériques, on trouve 1’équation :
W2 1 70?1 (3.13)

_ 2 g2 - ) ) i
2ur? (dr( drz) sm& dG sing o5 de sin?@ de? yﬁ 4718 rl’b Ei’b

Le probléme mathématique revient & rechercher des fonctions (r,8,¢) physiquement

acceptables, c'est-a-dire normables, et vérifiant cette équation.

On pose alors :

A= 1 g2 d 1 d?
sind dé (szn ) sin?6 do? (3.14)

L’équation (3.13) devient :

2 (P 50) + )~ e =

Zu;“ 4irey T

(3.15)

Sous cette forme, on apercoit de la variable r d’une part, des variable d’autre part On va alors

faire une séparation de variables. Au final, on peut écrire :

- (3.16)
Ynm(1,0,9) = Ry, ()Y (6, 9)

Les parametres n, [ et m apparaissent pendant la résolution du probléme,
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Les fonctions R,,; s’appellent les fonctions radiales et ne dépendent que de 7 et les
fonctions Y7" sont les harmoniques sphériques. Ces fonctions véritfient les équations

suivantes.

AV 10+ DY =0 (3.17)

La fonction R(r) devant obéir & I’équation :

h d ( 2dR> [la+Dr>  ze* 1. (3.18)
urzdr\’ dr/ | 2ur? dmegr |
3.2.1 Forme des solutions
On trouve donc comme résultat :
Ynmi(1,6,0) = Ry, (m)Y™(6,9) (3.19)

1 m,Z%* 1

b= —Gmey m w2 (3.20)

Avec

Les paramétres qui apparaissent dans la résolution sont appelés nombres quantiques et sont

tous des entiers :
¢ nest le nombre quantique principal et vérifien = 1;
¢ [ le nombre quantique secondaire (ou azimutale) et vérifie 0 <l<n-—1;
e mle nombre quantique magnétique et vérifie -I<m < L

On peut écrire les fonctions radiales et les harmoniques sphériques sous la forme :

e (3.21)
Rn,I(r) =P n,l(r)e 4o

— (3.22)
Yi" (8, @) = Q" (cosb) z=e'™?
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* P, ;(r)est un polynome de Laguerre de degré n — 1.
e  Q7'(cos8)est un polynéme de Legendre.

La partie radiale est de symétrie sphérique et contréle donc la distance moyenne de 1’électron

au noyau ; celle-ci augmente avec n.

Les harmoniques sphériques sont quant & elles anisotropes. On parle alors de fonctions

Diffuses (par opposition aux fonctions contractées).

On rappelle ci-dessous les expressions mathématiques de certaines fonctions radiales (Tableau

3.1) et harmoniques sphériques (Tableau 3.2).

On appelle rayon de Bohr (not¢ ay) le maximum de la densité de probabilité de présence pour

une orbitale 1s :
Amreyh? g _
a; = el 5291x107"" m =5291pm

e

—
49
]
L4

(Le rayon de la premiére orbite obtenue dans le modele de Bohr).
A nconstant on parle de couche, a n et I constant on parle de sous couche.

On note en général ¢,,;,, on "appelle orbitale atomique.

Un orbital atomique est donc une fonction d’onde monoélectronique solution d’une

| équation de Schrodinger représentant I’état d’un électron.

» Lorsque !l =m = 0, la fonction d’onde {,, 5 ,(r, 8, @) est une orbitale s.

Puisque YJest une constante, I’orbitale § est représentée, pour r fixé, par une sphére centrée sur

I"origine et possede donc des valeurs identiques quelle que soit la direction considérée.

» Lorsquel =1, les fonctions ;0 €t Yy 15, sont des orbitales p; pour m = +1, ces
orbitales comportent une exponentielle imaginaire, selon (3.22). Afin d’obtenir des
fonctions a valeurs réelles et normées, on effectuc des combinaisons linéaires entre les

orbitales ¥, 1 ; et i, 1 .
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Tableau.3.1 Expressions mathématiques de certaines fonctions radiales de [P’atome

hydrogénoides.
n Ry (1)
v ' 3 _Zr
1 ¢ Rio(r) =(2)22e a0
F 0 2 zr
Z\2 Zr L
Ro) = (=) ZV,_(z———)e 20
3
Ry 1 () ()El(er zza"
r)={—] —=(—)e %%
1 ad @/ 2V6 a,
3
3 0 R ) ( )5 L 42r
ri={—] ——=(6 = —r
e g/ 93 ag
4221.2 Zr
3 3ag
+ 9(102 je
3
1 __(Z)E 1 22r 2Zr It
Ry (r) ={— 4 - e 3
) = (=) =45

| S]

Ryp() = (=) —=

1 m LEHCR™)
4] 0 1
Y=
N
1 0 V3
Y? = ——coso
i Z\f;l'-
+1 ARE™ v3 sinfe*i®
! 2V2m
2 0

V5 A
e ;—-\/?(3{:0539 -1)
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- 1 .
AR sinfcosfe ™
o 2VIn
F2
s V1B _
Yz-f-.z. — SinZBB-i'Zl(p
42m
Tableau 3.3 Expression mathématiques de la fonction d’onde (7, 6, ¢).
Orbitale n I m Y(r,0,@)
1s 1 0 0 ( Z 5 ~—1= s
a-" +/m
7 2 0 0 23 1 i’z_i}g o
a’” +/32 l ay
2 z 3 1 zr _Z
“p 2 1 0 \——)i-?-—_.;-—e 22050
a-" 324

3.2.2 La forme des orbitales atomiques

= Orbitale ns

Ces fonction sont indépendantes de 8 et ¢. La valeur de la fonction, ou de son carré, est la
méme dans toutes les directions a une distance donnée r du noyau, ¢’est —a-dire, en tout point
d’une sphére de rayon r centré sur le noyau. Ainsi les fonctions ns sont représentées par des

spheres (de signe + pour rappeler qu’elles sont toujours positives.) (fig.).

Figure 3.2 Forme des orbitales s.
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¥ Orbitale np

Les orbitales atomiques p définies par [ = 1 ont toutes la méme forme. Elles sont caractérisées
par un plan imaginaire qui passe par le noyau et qui divise I'espace ot 'on trouve une
probabilité¢ de présence de 1'électron de 90% en deux lobes symétriques, le tout ressemblant
vaguement a une probabilité nulle de présence de 1’électron est une surface nedale (une

surface ot la fonction d’onde s’annule et change de signe).

La courbe représentant la probabilité de présence (1) en fonction de la distance au noyau

débute de zéro, attient un maximum et diminue aux plus grandes distances.
Trois valeurs de m sont possiblespour{ = 1,m = —=1,0et + 1.

Les trois orbitales correspondantes sont situées le long des axes de coordonnées cartésiennes, x,

y et z, 4 90° I'une de I"autre. Elles sont dénommées p,., p, et p,.

W

}7

2px 2p,

Figure 3.3 Description des orbitales p

= Orbitale nd

Les cinq orbitale d ({ = 2) sont représentés dans la figure. Chacune d’elles posséde deux
surfaces nodales, qui divisent I’orbitale en plusieurs zones. Les axes des quatre lobes
constituant les orbitales dxz, dyz et dxy sont orientés & 45° des axes correspondants. Les lobes
de Vorbitale x? — y# se développent autour des axes x et y. L orbitale dz? a une forme plus
particuliere : deux lobes situés de part et d’autre du plan xy séparés par une couronne,
Contrairement aux quatre premiéres orbitales, les deux surfaces nodales de Porbitale dz? ne

sont pas des plans.
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Plan nodal xy Plan nodal yz

/ Plan nodal zx

Plan nodal yz

Plan nodal xz

Figure 3.4 Les plans nodaux des orbitales p et d.
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3.2.3 Densité de probabilité de présence

La fonction d’onde ¥ n’a pas, elle-méme, de réalité physique. Par contre la valeur en un point
de son carré 1 (ou du carré de son module |17]* si ¢’est une fonction complexe 1/*) détermine

la probabilité dp de trouver 1’électron dans un volume dv autour de ce point :

dp = *dv

Le rapport —d-f: = 1P ™1 est appelé densité de probabilité de présence de I’électron au point

considéré. La fonction dont 1)? varie dans 1’espace entourant le noyau n’est pas la méme selon

le type d’orbitale, mais deux propriétés de ¥? sont toujours vérifiées :

=  Au-dela d’une distance, de I'ordre de grandeur de ce que nous avons appelé le rayon
atomique, la probabilité¢ de présence de I'électron déeroit toujours. Elle devient trés
rapidement pratiquement nulle, mais elle n’est strictement nulle qu’a une distance infinie du

noyat.

#  Si le volume dans lequel on cherche I"¢lectron est I’espace entier, on est certain de toujours

I’y trouver, ou encore la probabilité vaut 1 (= certitude). L intégrale de 1/
Pour I’espace entier satisfait donc a la relation (condition de normalisation) : [ ?dv = 1

1 est intéressant de déterminer la probabilité de présence de I’électron entre les sphéres de
rayon r et r + dr. Pour cela, exprimons la probabilité de présence dP(r, 8, @)de I’électron dans

un ¢iément de volume dV ;ona:

dP(r,0,¢) = anmigd@’

(3.24)

Intégrons cette expression sur toutes les directions 8, ¢;on obtient :

APy (1) = r?Ryy” (1) dr = [ [V (8, 0)|*sin6dBde = r*RE (r)dr

C’est I’expression de la probabilité de présence de 1’électron dans la coquille située entre les

sphéresr et r + dr.

o e . . dPyy ‘ < 3
La densité de probabilité radiale est donnée par D(r) = %@ et proportionnelle & 72 R,,;* (7).
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i h &
La densité de probabilité 1?R,,*(r) est, selon Ryg(r) = {;Z;)’EZG 20, proportionnelle
2 e S
o (-2)
Cette fonction passe par un maximum pourr = ag. C’est la valeur du rayon de Bohr. On

retrouve ainsi, sous une forme plus élaborée, la premiére orbite sur laquelle devait se déplacer

I’électron dans le modéle de Bohr.

o . . dp _ .
Dans le cas particulier de Porbitale 1s, D(r) = —fﬁ = 4mr?? cette fonction de 1, nulle pour

r = 0 et pour r tendant vers I’infini passe par un maximum (I'igure 3.5).

Lorsque n augmente, les maxima les plus prononcés de la densité de probabilité radiale ont lieu
pour des valeurs de r croissantes. L’électron s’éloigne, en moyenne, de plus en plus du proton

lorsque les niveaux d’énergie augmentent.

Figures 3.5 Densités de probabilité de présence d’un €électron ns pour ’hydrogéne
3.3 Propriétés des solutions
3.3.1 Récapitulation

En résume, les états stationnaires de atome hydrogénoides sont spécifiés par trois nombre

quantiquesn €N*, I =0,12..n—1letm= -1 -1 +1,..,1—-1,+L Ces états sont décrits par :

4 Fonction d’onde [ Ynmi (1,8, 0) = Ry (W)Y (8, ¢)
2 4
4 Energies £ : 1 met i
nergies [ E,=-—R, avec Ry = rga ~13.6 €V

(R, Constante de Rydberg)
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3.3.2 Dégénérescence des niveaux d’énergie
Les régles régissant les nombres quantiques impliquent que :
= A ['état fondamental Ey correspond une fonction 1s ;
=  Au premier état excité E, une fonction 2s et trois fonctions 2p (2py, 2p, et 2p_4);

= Ay deuxiéme état excité une fonction 3s, trois fonctions 3p et cing fonctions 3d : (3d,,
3d,,3d_4,3d, et 3d_,). Soit, une fonction d’énergie Ey, quatre fonctions de méme

énergie E, et neuf relativement a E3.

A chaque nivean E, correspond g, = ¥ (21 + 1) = n? , états différents, distinguds par la

valeur de I et de m.

L’énergie des hydrogénoides ne dépend donc que du nombre quantique principal n
(Figure.3.6). Les trois OA 2p et ’OA 2s sont dégénérées, de méme que les 3s, 3p et 3d (pourn
donné, on a n? fonctions dégénérées). Sin = oo, alors I'électron est a une distance infinie du

noyau ; on est dans un état ionisé.
3.3.3 Diagramme d'énergie

Représentons le diagramme des niveaux d'énergie électronique de l'atome d'hydrogéne (on se

limite aux 6 premiers niveaux).

: —_— - . . 13,6
Calculons les premiers niveaux d'énergie en utilisant la relation : E,=— = (en eV)
E(eV)
A
- - = - - n=

-ﬂ.gg RS GESET n=4 ( )

‘g.d RRSSESET ISR n=2 ( }

-13.6 — =1 (15)

Figure. 3.6 Niveaux ¢énergétiques de "atome d’hydrogéne.
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3.3.4 Orbitales atomiques

Les fonctions §,,;,{(r, 8, ¢)sont appelées orbitales de "atome. On adopte la convention de
nomenclature suivante de ces orbitales (notation spectroscopique) : chaque orbitale est
caractérisée par la valeur du nombre quantique n accompagnée par une lettre minuscule reliée a
la valeur du nombre quantique azimutal [. La valeur du nombre quantique m est finalement

spécitiée en indice. On a ainsi :

1.’association d’une lettre 4 Porbitale selon la valeur de I est définie au tableau 3.4 :

Tableau 3.4 : Convention de nomenclature des orbitales atomiques

Valeur de [ = Nom de Forbitale
0 S
1 T P
2 D
3 F
4 G
>4 Ordre alphabétiq

3.5 Spin

Les électrons sont représentés par 'orbitale qui les décrit et donc par trois nombres quantiques.
Il faut ajouter un quatriéme nombre quantique (qui n’a pas d’équivalence classique). Pour une
particule de spin S on a—S < m, < §. Le spin de I"électron vaut § =-, et donc my = +1/2.
On appelle électron a un électron ayant mg = +1/2 (représenté par une fléche vers le haut 7T ),

et électron f un électron ayant m, = —1/2 (représenté par une fléche vers le bas 1).

Si on veut décrire complétement de fagon mathématique un électron, on utilise une spin —
orbitale : ¢’est une fonction mathématique du type ©4;0; olt @y st Porbitale et o; la fonction

de spin (@ ou ) (1sa par exemple ou 2p,f3).
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3.3.6 Unités atomiques

Regarder des problémes au niveau microscopique implique I'utilisation de grandeurs loin de
I"unité (grandes puissances de 10). De plus, beaucoup de ces grandeurs interviennent, et on

aimerait bien simplifier les écritures. Un systéme d’unités propre a 1’électron a donc été mis au

LA

point, appelé systéme d’unités atomiques. Dans ce systeme :
v -I’'unité de longueur vaut a, = 52,9. 10™12m, rayon de Bohr ;
v' P'unité de masse vaut m, = 9,11. 1073 kg, la masse de ’électron ;
v" P’unité de charge vaut e = 1,60.1072%C, la charge de I’électron ;
v" [’unité moment angulaire vaut A = 1,05.10734].S.rad™%;
v Tunité d’énergie s’appelle Hartree et vaut 1H = 2R, = 27,2 eV = 4,36. 10718,

Toutes ces grandeurs valent done 1 dans ce systéme d’unités. Ces relations impliquent que

dans ce systéeme d’unités on a aussi : 4mgy = 1.
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| Souwe. 7T
Exercice 3.1 Atome hydrogénoides T
1. Ecrire I'hamiltonien pour I'atome hydrogénoide.

La résolution de 'équation de Schrddinger pour ce systéme conduit aux états propres:

Vo 6.0) = R (1Y), diénergie :

2 4 2

mze 1 . )

=— ! o amancy b s (77

o ~2 2 ’)(. o 7 N\ E
ey 27 n 2n

‘n

-

n, [, m étant des nombres entiers (nombres quantiques).
2. Vérifié que la fonction y,,(r,&,9) (w,, )est une fonction propre de 'hamiltonien.

On donne l'expression du laplacien en coordonnées sphériques:

1{6 ,8, 1 & 2 1 |

1 4 o 7 d . o~ 7 H

A=—| =" )+ ———(inf—)+———|

re{or or" sin0 00 00" sin” 0 0p |
3. Pour le niveau n = 2, définir des orbitales p réelles (I = 1) et les normer.

On donne les fonctions radiales et angulaires:
Zr
Zon 1 Zr - o 3
R,=(=) —="pe* Y, = ———=sinG™" Y, =—=cosf
21 o [“ ) + LY I
a,” 26 a. 227 PG 4

4. On définit la probabilité de présence radiale P(r)dr comme la probabilité de trouver

H
i

¢lectron a une distance du noyau comprise entre r et v + dr. P(r) cst la densité de probabilité
radiale de I'électron). Trouver 'expression générale de P(r) pour les états de l'atome hydrogé-
noide.

5. Tracer la densité de probabilité P(r) en fonction de r pour les états 1s, 2s, 2P, .

6. calculer le rayon moyen et le rayon le plus probable pour les états 1s, 2s, 2Pz.
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Exercice 3.2 (Orbitale de Patome d’hydrogéne)

L’orbitale 1s de I'atome d hydrogéne a pour expression :

"
Y5 = Nige @

7 est la distance de I’électron au noyau et ag le rayon de Uorbite de Bohr : ag = 0,529 A°.

1. En quel point la densité de présence de 'électron 1s est-elle maximum ?
2. Quel est le rayon R de la sphére sur laquelle la densité de présence électronique est maxi-
mum ?

3. quel est le ravon moven de "orbitale 1s 7 Comparer ce résultat aux deux résultats précédents.
y - &
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Chapitre 3 % 0&& bg‘;\ %@w < ﬂ

Exercice 3. 1 (Atome hydrogénoide) comme : Het (Z = 2), Li*?(Z = 3), ...

1. Comme le noyau est beaucoup plus lourd que I'électron, on fait I’approximation de Born-

Oppenheimer. Le noyau fixe et on néglige donc son énergie cinétique.
L opérateur hamiltonien de ’atome hydrogénoide s’écrit :

h? h* 1 Zg*

A=- i
2m, ° IM Y dmey T

A, : Le la placien dépend des cordonnées de 1"électron,

Ay : Le la placien dépend des cordonnées du noyau.

. ; e 1 4
Et en unité masse atomique H s’écrit : = — gﬂe - (n.a)

2.0na U,*’nim (T, 6; 49) = Rn,! (T} Ylm (6»‘ ‘ff})

. Z 5 L 4 Ay
Pis = t,bmg(rﬁ,fp)331,e(r3¥§(9,x)=(Q—a)3f"24e % =€ (ua)

T22m

Z:
’l’mu(’”; a8, ‘p) = T{e

cette fonction ne dépend pas de y . On peut supprimer les termes impliquant les dérivés

. . r : ; 1d( 5d)
partielles par rapport & ces variables dans le la placien, et 'ona: A, = P 2 e
G
. FN 1 2, |22 o
Done : Hipyoo(r) = (=248, = =) 4\]"“5’
“ r 7w
H
. 1d d\ |28 _, Z |23 _,
Hipyoo(r) = ——-—-—(1"2-—-) —e T —= |—e™7
lﬁw‘)( / ( Zr dr dr TEe f“\;!’ﬁé

H Z 27 z2 zy z3 z |z3 zr
riI=i=g” —— T A } — e @

Hp100(r) = Z100(r)
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. . o 2
Donc la fonction ¥4, () est une fonction propre de H avec la valeur propre S ua

3. Les orbitales p correspondent aux états P¥,19(7, 8, @), Y211 (1, 8, @), P21_1(7, 8, @).
S A P | \/-é-
P210(7, 08, @) estréelle et correspond => 2p, = Ry (1) mcosé
Cette fonction est proportionnelle 4 cos8 = z-

W11 (1,8, 9) et Py (1,8, ¢) sont complexes & cause des termes en e ', On peut les

transformer en fonctions réelies en les combinant,

En raison de la régle d’orthonrmation des harmoniques sphériques,

» PourZp,
e . . ipyo—ig : P p-ip
On définit I"orbitale 2p,, par la formule d’Euler cosg = Eﬁif—hm et sing = ff-%«—
,0,¢) -1(r.6, % ) : 3 5 /3 .
Ve (r0)t ¥p1 1 (,89) (Normée). Cette fonction est égale a: R,,(r)—=sinfcosgp =
V2 = 2V
V3 x
Rz-;(?')g'—ﬁ -
e Pour?p,

P211(1,0,0)— P21-1(1.0,0)
iv2

On définit Iorbitale Zp,, par , cette fonction égale 3

R21(T)Z/-—1;Slnesm<p == RZl(T)E_\/E %

4. Pour un état quelconque de I’atome hydrogénoide, la probabilité de présence de I’électron

dans le volume dt = rdrsin8d8dg est 1), (1,8, @) Pum (1, 8, @)dT.

La probabilité de trouvé I’ électron dans Ia couche sphérique se trouvant entre les distance r et

r + dr dunoyauest:

p(Ydr = [ [ Wit (7,6, @)nim (7, 6, @)r?drsinfdody

g v

=RZ,(r)r2dr [J [T Y™ (6, 9)Y," (0, ¢)sinfdodg

= R2,(x)r%dr ,car les fonctions ¥, (8, ¢)sont normées.

Done p(r) = R (r)r?
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5. la densité de probabilité p(r) en fonctionde r

Py A

P(r) pour Is, 2s, et 2p de "atome Z=1

———

6. Le rayon moyen d’un état électronique est défini par :

{r)= J{‘I»bnlmir o, §0)r¢?1fnz‘r 8, @}dT f R; l(r,' Sdr

On tient compte 'intégrale [~ x™ e dx = —= (a > 0).
Etat {ryjua
1s 3/2(2)
28 6/z
2pz 5/z

Exercice 3.2
1. L orbitale 1s de I’atome d’hydrogéne est ¥ ,=Nise n
La constante N, est obtenue par normalisation :

J 1 Psdv = 1 = (Pglhys) = 1 selon Dirac.  1s est une sphére V=—an3 =5V =
4mridr
On tient compte 1’intégrale fom xte ¥ dx = —m (a>0).

f?,iﬁ;lj!lsdv =1

"
= AN, 2 [T 2 -2 .
AN s® J, Toe o dr

»...q
|
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I =4nN;2a = Nyg=(Ep)i=rie
%o \]rao

=

ag
i 3 g
[Tay

V

Donc =

2°™ méthode : On peut utiliser aussi dt = r2drsinfdfde

by =1 =N, 2 [P r2e a0 dr fﬂn sinfdo f;ﬂ deo

Y0
= Ny [“rZe e o
1= N f rte ‘u {wsﬁ]ﬂ&p = 47N (22)3 =—
A
=y —— ~ 32
le (Eaé

4

1. La densité de présence (ou probabilité de présence) est donnée par :

¥
G
Pm("“) & lpls = wa3 € W

p1s(r) est maximum pour r = 0, sur lc noyau de I'atome

\"\%

~
I T

Fig 1. Variation de la densité de présence
de I"électron 1s en fonction de r
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2. le rayon R de la sphére sur laquelle la densité de présence électronique est maximum
La densité radiale de présence électronique D; () sur une sphére de rayon r est donnée par :

Dy(r) = 4mr Py

La vartiation de D;4(7) en fonction de r est tracée sur la fig. 2

Le maximum de D, (r) est obtenu pour :

les(r)
oo - 1)
dr
4 q.ira 2 i
=ge @2r - é—)

Cette expression s’annule pour r = 0, ce qui correspond au minimum Dy (1) = 0
et pour r = @, correspondant au maximum de Dy (7).

Le rayon R de la sphére sur laquelle Ia densité de présence électronique est maximum est

Cette sphére est ’orbite de Bohr.

3. le rayon moyen de 'orbitale s est donné par

{ris) = Wuslrides)

27

4 ;o g 2L
(ris) =E§f9 rie a0 dr

2ad
— =
g

{rs) =

[+

G

a {rig) = '2'%

La comparaison :
Les résultats des trois questions ne sont pas contradictoires ; ils signifient que le noyau est le
point de plus forte densité de présence électronique ; la sphére de plus forte densité de
présence est 'orbite de Bohr de rayonag. La probabilité de présence est plus forte a
Pextérieur qu’a 'intérieur de cette sphere de sorte que le rayon moyen de 'orbitale est
supérieur a celui de orbite de Bohr. En remarquera enfin que 1’observable, ¢’est-a-dire la

grandeur éventuellement accessible a I’expérience, est le rayon moyen de I’ orbitale, soit S Ao



