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Equations différentielles linéaires non homogenes

Elle est de la forme :

Y+ (x)y" 4 + Pre1 (@)Y + pu(@)y = q(2) ()

L’équation homogéne associée est :

Y+ pr ()Y 4 + a1 (@)Y + pu(z)y =0 (%)

Proposition 1 :

L’ensemble des solutions de (x) est donné par :

y=1yo+ > Civi

Ou Ch,...... ,Cy, sont des constantes, yo est une solution particuliere de (x) et {y1,.....,yn} est un
systéme fondamental de (xx).

preuve 1 :
on sait que y vérifie (x) et yo vérifie (x), d’ot y — yo vérifie (xx)

y' A+ pu(e)y T + pn1(@)y + pa(@)y — 95 — pr(@)yg' — s — Po—1(@)Y — Pu(@)yo = 0
= (Y= 40)" +p1(2)(y — yo)" ! + + Po(z)(y — y0) =0
Alors y — yo est une solution de (xx) donc elle s’écrit :

y—vyo=Cyi + ... + Coyn =y =1vo+ >y Civii.

- Si nous avons un systeme fondamental de solutions de (#*) nous pouvons obtenir une solution
particuliere de (**) par la méthode de la variation des constantes (Lagrange).

Méthodes de la variations des constantes :

Soit {yi(z), ........ ,Yn(z)} un systeme fondamental de solution de (xx), la solution générale de (kx)
s’écrit sous la forme :

y(x) = Cryp () + ... + Chyn(z) ;C; Constantes

Considérons ces constantes comme fonctions de = et déterminant celles-ci pour que :

y(z) = Ci(z)y(x) + .o Ch(2)yn(z) soit solution de (x).



Proposition 2 :
Si Cy(x), ....., Cp(x) satisfont le systéme d’équations linéaires :

)+ ys (@) Co(x) + e +ypr ( )C’ T

preuve 2 :
S’il existe Cy(x), ....., Cp(x) qui satisfont (%), on a :

y"(x) = Ci(z)yin — 1(z) + ... + Cp(z)ypn — 1(x)
[ ¥"(@) = Cil@)yin(z) + ... + Cul@)yan(z) 4 q(2)

On fait la somme de ces equations on trouve : y(x) = Ci(x)y1(z) +

la solution de (x)

cas n=1 :

y + Pi(z)y = q(z) ()
y + Pi(z)y =0 (5

La solution générale de () est :

N—

y(x) = Cry (x)

Considérant €y comme fonction de x, Ou le systeme :

{ Cy(2)y(z) =0
Ci(z)y'(z) = q(x)



y + Py(x)y + Payz)y = q() (%)
y + Pi(z)y + Py(z)y =0 (%)

Soit {y1(z),y2(x)} un systeme fondamental de solution de ().
On cherche la solution de () sous la forme :

y(x) = Cr(@)yi(z) + Co(x)ya(2).

On suppose que C}(x) et Cy(x) vérifiant le systeme :

{ Cl@m (@) + Ca)(e) =0
Ci @)y’ (@) + Cyl)yy(x) = g()

On résoudre ce systeme par Regle de Cramer :

0 yol) y}(fb) 0
: q(x) yo(x) : ya(z) q(2)
C(x) = Cylz) = 1=
‘ () y /2(@ ‘y}(fﬁ) yg(x)
1(z) yo(w) () yo(e)
O () = —q(/ﬂf)yz(x) : () = Q(x/)m(ﬂ:)
) = e, (@) = et
Exemple (équation d’euler) :
Résoudre :
y'(2) + 3y (@) — myle) = 5 iz € R (%)

L’équation homogene associe de (x) est :

y'(2) + 3/ (2) — Zy(a) =0 (%)

On pose : y(z) = 2* = y'(z) = kak — 1,y  (z) = k(k — 1)2F2
substitut dans (**) on trouve :

k(k—1)a"2 + Lkak — 1 — Ha" =0 = 2" 2(k(k— 1)+ k—1) =0
r=0donck(k—1)+k—-1=0=k-1=0=k=1ouk=-1

Alors, le systeme fondamental de (xx) est : {y1(x), yo(2)} = {2, 1}

3



On cherche la solution de (x) sous la forme : y(z) = Cy(z)y1(z) + Co(2)ys(z) = Ci(x)z + Co(z)2
Ot Oy () et Cy(z) vérifiant le systeme :

2
=— Ay

-

g8 O

Alors, la solution est :

2

y(x) =Ci-z+ Co- 2+ -log(z) + =5



Systemes d’équations différentielles linéaires non homogenes

Méthodes de la variations des constantes :

Soit le systeme linéaire non homogene :

{2 = A@) Y +b(2)

Le systeme homogene associe est :

ay __
Soit {z(x), ....... : ?n(x)} un systeme fondamental de (2). Chaque solution de (2) s’écrit :

Y (2) = OV (2) + oo L CY(x)

Soit la matrice Q) = (?1, ......... , Z), on a
@ _ (A Ty = (A2) V), Al@)-Yo) = Alx) - (V)
Donc on a :

Alors, on a :



On cherche la solution sous cette forme donc on substituons (4) dans (1), on obtient :

%8 +0- € A(). Q. C(x)

2)-Q-C(z +Qd8 Al 98

- Q. f@ )

Ou déterminant de Q # 0, donc Q7! (z) existe (2 inversible).

= dC - () T (z)

= (@) = [ B (r)dr + C (xo)

D’ou la solution est :

_>
Y (@) = Q) [2 Q7 (r) Y (r)dr + Qa) C ()
telle que : 7(3&0) = Q(z9) - = Co

= ?(x) = Q(x) i Q) f;; 9_1(7')?(7')617'

est la solution qui vérifier le probleme de Cauchy :

d7 — Az 7+b

Y () = Qzo) - C = Cy

\

Exemple 1 :

Résoudre le systeme suivant :

{ﬁ2x+y+63t

d
Y= —x+ 4y + t%e”



On a:

2 1
-1 4
Le systeme homogene est :

=

le systeme fondamental est :

)

(La solution de systéeme homogen

donc Q(t) = ¥

de Q(¢) :

nverse

est :

Alors, la solution
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Exemple 2 :
Soit A(t) une matrice (n * n) continue sur |a, bl.
Un ensemble {1, ......, 4.} de (n) solution de systéme :

L_A0F  surad

est un systeme fondamental si et seulement si, il est linéairement indépendant sur |a, b|.

-Montrer que les fonctions :

et 0 et
— e 3t e 3t
yi = 0 |sy2=1 e sz =| e

et 1 0

sont linéairement indépendantes sur tout l'intervalle |a, b[.

Solution :
On va montrer que :

0
Cly—1>+02y—2>+03%><0):0102030
0
On pose = A(t) = {Ui,¥5, U3}
et 0 e* C1 0
Alors, on a : 0 et e c2 |1=1|0
et 1 0 C3 0

et 0 2t
0 e et —2et £ 0;Vt e R
et 1 0
C1 0
= | C2 | =] 0 | = lasolution est unique.
C3 0



Formule de Liouville :

Soit le systeme linéaire :

{d = A@)- 2 (1

Ou A(t) est une matrice (n * n), continue.
cas n=2 :
: 1 xi(t) 9 x2(t) : o 1
Soient x'(t) = 1 et 2°(t) = 2 ,deux solutions linéaments indépendantes du
2 2
systeme (1).

Soit le déterminant :J(t) =

1 2 drl(t)  dx?(t) 1 t) 2(t>
aw _ a| x1(t) 21(t) ; 1 zy(t) B
= — = = di di . . =] J
d T d | ogh(t) a3(t) O O 40 dsy(0) () + J2(t)
On a
J)l 2?2
(e) = dlét(t) d2ét(t) ‘: an ()] ;Falg(t)x% ay (t)x? ;Lam(t)x;
(1) a3(t) w5(t) 210

Je multiple la (2éme) ligne par as et je retranche de la premiere, j’obtiens :

aﬂ) mﬂﬁ?:mﬁﬂw

MO =1 "1 2

La méme chose pour : Jo(t) = assJ(t).
= = (a1 (t) + az) - J(t)

= % — trace(A(t)) - J(t)

= [ S8 = [ trace(A(1))dy

= log|%| = [ trace(A())dy

t
_ J(t) _ J(t())eftotrace(A(q/)))dw
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Systeme linéaires a coefficients périodiques :

Soit le systeme :

G =A(t) - (1)

At +T) = A(t)
A(t) est une matrice telle que : a;;(t +T) = a;;(t) 1<i; j<n; T=2r
En générale les solutions de (1) ne sont pas périodiques.

Exemple (cas n=1) :

{& = +sin(t)-at)  T=2r
La solution générale est :

x(t) = C - e~ . C = constante

On déduire que z(t) n’est pas 2m-périodique.

proposition :
Soit x(t) une matrice fondamentale de (1), alors x(t + T') est aussi une matrice fondamentale et il
existe une matrice B inversible telle que :

r(t+T) = z(t)-B ; pour Vt € R ;avec det(B) = elo trace(A(s))ds

preuve :
puisque z(t) une matrice fondamentale on a : % (t) = A(t) - z(t)
posons z(t) = z(t + T') alors

L) =Lt+T)=At+T) z(t+T) = A(t) - x(t)

= x(t) et x(t + T') sont des matrice fondamentales.

$1(t + T) = blll'l(t) F o + bnlx”(t)
2"(t+T) = bz (t) + oo + by ()
bll e bln
:>:1:(t—|—T):(x1(t), ,x”(t)) =uxz(t)- B
bnl bnn



posons W (t) = det(x(t))

W(t) = W(t) _effo trace(A(s))ds

S W+ T) = Wit) - ft+ trace(A(s))ds — Wi(to) - e [y, trace(A(s))ds+ [ trac(A(s))ds
S W(t+T)=W(t)- oS T trace(A(s))ds

On sait que :

z(t+T)=uz(t) - B=det(zx(t+T)) = det(z(t)) - det(B)

= det(B) = eli " trace(A(s))ds (On peut montrer cette inégalité par le lemme suivant).
Lemme :

Si f(t+T) = f(t) alors ftt+T f(s)ds = fOT f(s)ds

Preuve :

Posons : I(t) = tt+Tf(s)ds

Alors : I'(t) = f(t+T) — f() 0
I(t)=0=I(t)=cte=I(t)=1(0)= [ f

11



