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Master I : systme dynamique

Systme des quations diffrentielles linaires coefficients

constants
Soit le systme :

dv __ )

o= A-x

1(t)
O z(t) = . SING ;teR
T (1)
La solution de ce problme est : z(t) = eA® .z

Ona: P ' A-P=J
O J est la matrice de Jordan == A= P-J-P ' = a(t)=P-e/® . P71 . g

Proposition 1 :
Si A est diagonalisable.

Soient V1, ....., V,, les vecteurs propres associes auz valeurs propres Ai, ....., Ap
MO - 0
. 0 X --- 0
et soit P=1[Vi,....V,] alorsona: P*-A-P=| . | , )
0 - 0 \,
La solution du problme (1) est :
et 0 - 0
0 e ... 0
wty=P-| . | P
0 -+ 0 et
Proposition 2 :
Si A admet les valeurs propres complexes {\; = ay + by, ........ ,An = a, +ib,} et les vecteurs
propres associs {wy = Uy + 101, oo, Wy, = Uy + 10, }-
Si P = [v1,u1,vg, Ug, ...... , U,y U] alors on a :



ag —by 0 0 0 O
by a 0 0 0 O
0 0 (05} —bg 0 0
0 0 bg (05} 0 0
Pt A-P=]. S .
o o0 o 0 - a, —b,
o 0 0 0 - b, apn
La solution du problme (1) est :
et cos(bit) —etsin(byt) 0 0 0 0
e“tsin(bit) et cos(byt) 0 0 0 0
0 0 et cos(bat) —e®! sin(bot) 0 0
0 0 e®2tsin(bat) €2t cos(bat) 0 0
z(t)=P . .
6 O 0 0 R C(;S(bnt) —eant s.in(bnt)
0 0 0 0 <o etntgin(but) et cos(byt)
Exemple 1:
Rsoudre le systme suivant:
de __

OA=

OO = =
OO =

On a les valeurs propres associes :

det(A— XN =0= X\ =1+i A =1—idg=2+iAg=2—1i

Les vecteurs propres associes :

Awlz)\11U1:>QU1:U1+iU1: = u; + 1

S O = o>
S O = O
SO O




0 0 0
Awg = dgwy = Wy = Uy + vy = S B A ]
Wy = AgW2 W9 = U9 1V = 1—|—Z = 1 1 1 = U2 109
0 1 0
1000
0100
:>P:[U1,U1,'U2,U2]: 00 1 1
0001
ap —by 0 0 1 -1 0 0
o az O O] |1 1 0 O
ZI=10 0 a b Tlo 0 2 -1
0 0 b2 a9 0 0 1 2
Alors La solution est :
el cos(t) —e'sin(t) 0 0
t t
. IO . p-1.. _p. e'sin(t) e’ cos(t) 0 0
w(t)=P-e P @ =P 0 0 e? cos(t) —e? sin(t)
0 0 e?sin(t) e cos(t)
Exemple 2:
Rsoudre:
dr __
r=A-x
x(0) = xg
-1 -2 2
OA=1|-1 0 1
-1 -1 2
La matrice A possde les valeurs propres A\; = 1 double et Ay = —1 simple.

. p1

-IO



1 0
AN = \vg correspond 2 vecteurs propres indpendants v; = |[0| ,vy = |0
1 1

La multiplicit gomtrique de A\ = dimE()\;) = 2, et la multiplicit algbrique de \; = 2

1 0 0
= A est diagonalisable= J = |0 1 0
0 0 —1
2
ANy = A\yu3 correspond le vecteur propre vy = |1
1
Alors on a :
1 0 2 0o -1 1
- 11 1
P=1{01 1], pP1l= 2 7 3
111 3 2 T3
Alors La solution est :
et 0 0
z(t)y=P-et-Plogg=P- [0 & 0 | -P1.x
0 0 et

Forme canonique de Jordan

Soit le systme :

dv __ ]
E_A X

z(0) = xg

Soit A une matrice relle avec des valeurs propres relles \;, 7 =1, ..., k, et des valeurs propres com-
plexes A\; = a; + ib;, Xj =a; —ibjavec j =k+1,....,n

alors il existe une base {v1, ....., vk, g + Liup + 1, ...... ,Uny Up } de R?"F o v avee j =1, ..., k et w;
avec j = k+1,....,n sont des vecteurs propres gnralises de A ,u; = Re(w,) et v; = Im(w;) pour

j=k+1,....,n, Alors la matrice :
By 0

P = vy, .c.,vp, 0+ 1, up+1, ..., Uy, uy| est inversible, et on a: P71 A-P = (1)



O les blocs Imentaires de Jordan pour ¢ = 1, ....,r sont de la forme:

"N 10 e e 0T
0 N ’ :
0

0 e 0N

si \; une des valeurs propres relles.

et de la forme :

- D ]d2 02 02 T
O, D Idy :
B; = (3)
O,
: IR . D Idy
Oy - v oo O, D |
o=y e Y 0mp

si \; une des valeurs propres complexes de A.

Alors la solution du problme :
{a’: = Az, x(0) =z
est donne par :

l’(t):P' '.' -P_l.xo
0 eBnt

Si B = B; est une matrice de taille (m % m) de la forme (2),on a :

- t2 2tm—l -
1 ¢ 5 oo
m—2
0 1 t (;_2)!
eBt — oAt 5
t2
21
0 1 t
| 0 0 0 1]




Si B = B; est une matrice de taille (2m % 2m) de la forme (3),on a :

(R tR LR
0 R (R
eBt — eat
: . .. 0
0 - - 0
_ |cos(bt) —sin(bt)
OR= sin(bt)  cos(bt)

R
0

tm—l
(m—1)!

tm72
(m—2)!

iR
R

},onposeai:aetbi:b

preuve de la forme (2):

Si la mtarice B de la forme :

A1 0
0 A
B:
: . .. .. 1
L0 - - o0

= B =M, + N = Bt = Mml . Nt = A

0
1

A

O N est une matrice nilpotente d’indice m tel que :

Nt =T+ Nt+ N+ ...

0 O 1
0 O
Nr= |
: 0
| 0 0
1ot &
0 1 t
= Nt =
.0
(0 - - 0

0

+ #Nm—ltm—l

1 0 0
0 1
: . .. .. 1
0 - o o0
et
0 0 O
0 O
0
0 0

o O

o~ O



preuve de la forme (3):

Si la matrice B de la forme :

Oz

[ D
O

Iy O
D I

D 0

0 D

0

Alors on a :

et N =T+ Nt+ N** +

Nt _

e

Dt 0

0 el

R 0
0 R

0

0 I

0

[ I, Lt LY

Irt

Oz

O3 T

0>

D I
D ]

+N,ON=

tm—l

Iy —

(m—1)!

t'me

Iy —<

(m—2)!

0 I

t2

2!
Ist
I

I, 0

I







