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Master I : systme dynamique

Systme des quations diffrentielles linaires coefficients
constants

Soit le systme : {
dx
dt = A · x
x(0) = x0

(1)

O x(t) =


x1(t)
.
.
.

xn(t)

 ∈ Rn ; t ∈ R

La solution de ce problme est : x(t) = eA(t).x0
On a : P−1 · A · P = J
O J est la matrice de Jordan ⇒ A = P · J · P−1 ⇒ x(t) = P · eJ(t) · P−1 · x0
Proposition 1 :
Si A est diagonalisable.
Soient V1, ....., Vn les vecteurs propres associes aux valeurs propres λ1, ....., λn

et soit P = [V1, ....., Vn] alors on a : P−1 · A · P =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 λn


La solution du problme (1) est :

x(t) = P ·


eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 eλnt

 · P−1 · x0

Proposition 2 :
Si A admet les valeurs propres complexes {λ1 = a1 + ib1, ........, λn = an + ibn} et les vecteurs
propres associs {w1 = u1 + iv1, ....., wn = un + ivn}.
Si P = [v1, u1, v2, u2, ......, vn, un] alors on a :
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P−1 · A · P =



a1 −b1 0 0 · · · 0 0
b1 a1 0 0 · · · 0 0
0 0 a2 −b2 · · · 0 0
0 0 b2 a2 · · · 0 0
...

...
. . . . . . · · · ...

...
...

...
. . . . . . · · · ...

...
0 0 0 0 · · · an −bn
0 0 0 0 · · · bn an


La solution du problme (1) est :

x(t) = P ·



ea1t cos(b1t) −ea1t sin(b1t) 0 0 · · · 0 0
ea1t sin(b1t) ea1t cos(b1t) 0 0 · · · 0 0

0 0 ea2t cos(b2t) −ea2t sin(b2t) · · · 0 0
0 0 ea2t sin(b2t) ea2t cos(b2t) · · · 0 0
...

...
. . .

. . . · · ·
...

...
...

...
. . .

. . . · · ·
...

...
0 0 0 0 · · · eant cos(bnt) −eant sin(bnt)
0 0 0 0 · · · eant sin(bnt) eant cos(bnt)


·P−1·x0

Exemple 1:

Rsoudre le systme suivant: {
dx
dt = A · x
x(0) = x0

O A =


1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 3 −2
0 0 1 1


On a les valeurs propres associes :

det(A− λI) = 0⇒ λ1 = 1 + i,
−
λ1 = 1− i, λ2 = 2 + i,

−
λ2 = 2− i

Les vecteurs propres associes :

Aw1 = λ1w1 ⇒ w1 = u1 + iv1 =


i
1
0
0

 =


0
1
0
0

+ i


1
0
0
0

 = u1 + iv1
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Aw2 = λ2w2 ⇒ w2 = u2 + iv2 =


0
0

1 + i
0

 =


0
0
1
1

+ i


0
0
1
0

 = u2 + iv2

⇒ P = [v1, u1, v2, u2] =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1



⇒ J =


a1 −b1 0 0
b1 a1 0 0
0 0 a2 −b2
0 0 b2 a2

 =


1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 2 −1
0 0 1 2



Alors La solution est :

x(t) = P · eJ(t) · P−1 · x0 = P ·


et cos(t) −et sin(t) 0 0
et sin(t) et cos(t) 0 0

0 0 e2t cos(t) −e2t sin(t)
0 0 e2t sin(t) e2t cos(t)

 · P−1 · x0

Exemple 2:

Rsoudre: {
dx
dt = A · x
x(0) = x0

O A =

−1 −2 2
−1 0 1
−1 −1 2


La matrice A possde les valeurs propres λ1 = 1 double et λ2 = −1 simple.
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Aλ1 = λ1v1 correspond 2 vecteurs propres indpendants v1 =

1
0
1

 , v2 =

0
0
1


La multiplicit gomtrique de λ1 = dimE(λ1) = 2, et la multiplicit algbrique de λ1 = 2

⇒ A est diagonalisable⇒ J =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Aλ2 = λ2v3 correspond le vecteur propre v3 =

2
1
1


Alors on a :

P =

1 0 2
0 1 1
1 1 1

 , P−1 =

 0 −1 1
−1

2
1
2

1
2

1
2

1
2
−1

2


Alors La solution est :

x(t) = P · eJt · P−1 · x0 = P ·

et 0 0
0 et 0
0 0 e−t

 · P−1 · x0

Forme canonique de Jordan
Soit le systme : {

dx
dt = A · x
x(0) = x0

Soit A une matrice relle avec des valeurs propres relles λj, j = 1, ..., k, et des valeurs propres com-

plexes λj = aj + ibj, λ̄j = aj − ibj avec j = k + 1, ...., n

alors il existe une base {v1, ....., vk, vk + 1, uk + 1, ......, vn, un} de R2n−k o vj avec j = 1, ...., k et wj

avec j = k + 1, ...., n sont des vecteurs propres gnralises de A ,uj = Re(wj) et vj = Im(wj) pour

j = k + 1, ....., n, Alors la matrice :

P = [v1, ...., vk, vk+1, uk+1, ...., vn, un] est inversible, et on a: P−1 ·A·P =

B1 0
. . .

0 Br

 (1)
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O les blocs lmentaires de Jordan pour i = 1, ...., r sont de la forme:

Bi =



λi 1 0 · · · · · · 0

0 λi
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . . . . 1

0 · · · · · · · · · 0 λi


(2)

si λi une des valeurs propres relles.

et de la forme :

Bi =



D Id2 O2 · · · · · · O2

O2 D Id2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . O2

...
. . . . . . . . . D Id2

O2 · · · · · · · · · O2 D


(3)

avec :D =

[
ai −bi
bi ai

]
, Id2 =

[
1 0
0 1

]
, O2 =

[
0 0
0 0

]
si λi une des valeurs propres complexes de A.

Alors la solution du problme :{
ẋ = Aẋ, x(0) = x0

est donne par :

x(t) = P ·

eB1t 0
. . .

0 eBnt

 · P−1 · x0

Si B = Bi est une matrice de taille (m ∗m) de la forme (2),on a :

eBt = eλt



1 t t2

2!
· · · · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t
. . . . . . tm−2

(m−2)!
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . t2

2!
...

. . . . . . 0 1 t
0 · · · · · · 0 0 1


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Si B = Bi est une matrice de taille (2m ∗ 2m) de la forme (3),on a :

eBt = eat



R tR t2

2!
R · · · · · · tm−1

(m−1)!

0 R tR
. . . . . . tm−2

(m−2)!
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . 0 R tR
0 · · · · · · 0 0 R


O R =

[
cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt)

]
, on pose ai = a et bi = b

preuve de la forme (2):

Si la mtarice B de la forme :

B =



λ 1 0 · · · · · · 0

0 λ
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1 1

0 · · · · · · · · · 0 λ


⇒ B = λ



1 0 0 · · · · · · 0

0 1
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1 0

0 · · · · · · · · · 0 1


+



0 1 0 · · · · · · 0

0 0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 0 1

0 · · · · · · · · · 0 0


⇒ B = λIm +N ⇒ eBt = eλImt · eNt = eλt · eNt

O N est une matrice nilpotente d’indice m tel que :
eNt = I +Nt+ 1

2
N2t2 + ...........+ 1

m−1
Nm−1tm−1

N2 =



0 0 1 · · · · · · 0

0 0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 1

...
. . . . . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · 0 0


, Nm−1 =



0 0 0 · · · · · · 1

0 0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · 0 0



⇒ eNt =



1 t t2

2!
· · · · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t
. . . . . . tm−2

(m−2)!
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . t2

2!
...

. . . . . . 0 1 t
0 · · · · · · 0 0 1


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preuve de la forme (3):

Si la matrice B de la forme :

B =



D I2 O2 · · · · · · O2

O2 D I2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . O2

...
. . . . . . . . . D I2

O2 · · · · · · · · · O2 D



⇒ B =



D 0 0 · · · · · · 0

0 D
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . D 0

0 · · · · · · · · · 0 D


+N , O N =



0 I2 0 · · · · · · 0

0 0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . I2 0

...
. . . . . . . . . 0 I2

0 · · · · · · · · · 0 0


Alors on a :

eBt =



eDt 0 0 · · · · · · 0

0 eDt 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . eDt 0

0 · · · · · · · · · 0 eDt


· eNt = eDt · eNt

tel que :

eDt = eat



R 0 0 · · · · · · 0

0 R
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . R 0

0 · · · · · · · · · 0 R


,O R =

[
cos(bt) − sin(bt)
sin(bt) cos(bt)

]

et eNt = I +Nt+ 1
2
N2t2 + ...........+ 1

m−1
Nm−1tm−1

⇒ eNt =



I2 I2t I2
t2

2!
· · · · · · I2

tm−1

(m−1)!

0 I2 I2t
. . . . . . I2

tm−2

(m−2)!
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . t2

2!
...

. . . . . . 0 I2 I2t
0 · · · · · · 0 0 I2


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