UPMC — Master 2 - ACAR

Vibrations linéaires

Vibrations des systemes meécanigues

2 domaines d’étude des
solides elastigues

Statique

Dynamigue

Contexte :
Structures soumise a des
Efforts constants :

O Pas d’évolution temporelle
des efforts appliqués
O Evolution tres lente : Fatigue

Contexte :
Structures soumise a des
Efforts dynamiques :

Q Evolution temporelle rapide

des efforts appliqués :
sHarmoniques, périodiques, qcq
sCaractérisés par leur spectre

Objet des cours de :
Q Stat. des milieux continus (MMC)
O Résistance des matériaux (RDM)

Objet des cours de :
Q Vibrations ou Dynamique
des structures
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Quand un systeme est mal modelisé

Destruction du pont de Tacoma

DISASTER!
The CGreatest

Camera Scoop
of all time!
TR 6 e
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UPMC — Master 2 - ACAR

Probleme

= Quelle structure vibre ?
= Quelles causes ?
= Quel mouvement ?
» Quels parametres ?

Observations

Mouvement
Oscillation autour
d 'une position
d 'équilibre statique

Parametres influents :

Inertie

masse, moment

Elasticité

traction, cisaillement, torsion

Amortissement

Vibrations linéaires
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UPMC — Master 2 - ACAR

Corps humain
Modéle discret

Globes
oculaires

I_l_l

Partie supérieure du torse

.

Colonne
vertébrale

Bassin

- L-J\
Jambes
Pied Pied

Vibrations linéaires

Exemples de Modeles

Modeéle continu

Rail-Ballast

RAL (M EN |
SEMELLES (k,.n,)

TRAVERSES (my) |
BALLAST (Mg kg ne

<; = =
= k§
—=

MAAAAA,

-

-

WA

Batiment a 2 étages

modele 2ddl|

B>
1 VT

FX

_4d|<

Arbre de rotor
modele 1ddl

mr)%m
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Quelle précision est nécessaire au probleme ?
Difféerents types de modele

Modeles discrets Modéles continus
nombre fini n de ddl nbr o de ddl (n)
Ecriture : analytique (cordes - poutres - plaques)
Solution approchee : Ecriture : analytique

analytique sin < 2 Solution : analytique exacte

numerique sin > 2

Modeles a élements finis
association d’un nombre fini
de structures continues élémentaires
Ecriture numeérique
Solution numérique approchée
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Modeles de Systemes oscillants a 1DDL

/]
1 - : .
1 x I 9 !
9 ! M M 2 K, c |
f—/\N\/\N\N\— 7 |
7 Kk o O K %ﬁ =% |0
------------ cHE kT |
’ VI > T b | @
En translation En rotation Pendulaire
Paramétrage Translation Rotation Pendulaire
Déplacement Longitudinal : x Angulaire : 6 Anguelalre :
Inertie Masse : M Moment d’inertie : || Masse : M
. Résistance Résistance
Raideur < _ . . Pesanteur
a l'allongement : k| alatorsion : k
Amortissement Frottements visqueux : C
Obijectif :
Déterminer la forme du mouvement de la structure
en fonction : - du temps : x(t), O(t)

- de lafréquence de | excitation : X(®), 0(®)
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

2 types de vibrations linéaires des structures

» Les Oscillations libres (OL)

Excitation Réponse
= Aucune force extérieure Vibration naturelle de la structure
F(t) = 0= libre q " sans amortissement :
Mouvement harmonique a la fréguence propre
= Positon et/ou vitesse = avec amortissement
Initlales non nulles Mouvement pseudo harmonique amorti

> Les Oscillations forcées (OF)

Réponse
Excitation Vibration forcée de la structure
= Force extérieure Mouvement accordé a I’excitation :
entretenue ou transitoire ATRANUIELS & RINEEE
i selon le spectre de I'excitation
F(t) # 0 = forcee +
Vibration libre si x, et/ou vy 0
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Ecriture de | ’équation du mouvement 1DDL
(en translation)

,\\ 2methodes /i Theoreme de | 'énergie :

Bilan des forces (PFD) : = Energie cinétique : T=1mx?
F () = Energie potentielle

= Force d ’excitation : e _
= Force de rappel élastique : -k x(t) elastique :
= Force de frottement visqueux :-cx(t) | = Puissance dissipée : II,=cX’

U=1kx?

N\

> Forces =my = Puissance extérieure : Il =Fx
< F-—kx —cx =mx
d(T+U) LTI, =TI
dt
2 ¢ S mx+kx+ex=F
17— « = S—
AW MX+cX+kx =F
OO
Y
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UPMC — Master 2 - ACAR

Vibrations linéaires

Solutions de | ’équation du mouvement 1DDL

Oscillations Libres non amorties (c=0)

Equation du mouvement :

Solution :

équivalentes

mx(t) + kx(t) = 0 < X(t) + %x(t) -0

( . :
X(t) = X,g 7™ + X, e

3 écritures < X(t) = Asin(w,t) + Bcos(m,t)

\ X(t) = Xcos(m,t — )

oU |®, =.|—
m
®, - pulsation propre,

Rq : fonction du rapport
de | 'élasticité a | ’inertie.

Conditions initiales :
x(0) = X, - Constantes
X(0) = v, A, B ou X, X, ou X ¢
Vo . _ .
X(t) = —Osm(@ot) + Xg COS(mgt) = X cos(mpt + ¢) X : amplitude,
Wo ¢ : phase
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Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme non amorti

X(t) = V—Osin(ooot) + X COS(mgt) = X cos(wyt — §)

A )
X(t) 0 X(t) = X cos(mot + ¢) = X cos(wp (t - At)) 2
VvV 2
TO: 1/ fO: 275/(1)0 X:\/(_Oj +XO
< > (DO
= o [ ,/‘ ~‘~ A
¢ B _’¢_r . _ VO ,°
Vg, \ Xcos(ont) ' o 190 ©Xo,"
. < v > ! | ’
XO 3 ’,1 ‘\X /’
\‘ ‘, \t JI
5 ! \ I’
\ d - ‘ >
\‘ ,I' ‘l l’
‘\ l’ \ Jl t
\ ¢
1
\ B ’
‘\ ,-'I (I) o (DOAt J{'
s\\ '/ AN d’(
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme a 1DDL non amorti

Déplacement Vitesse X(t) = -wyX sin(wgt —¢)

A

X(t) = X cos(wgt — ¢)

X = 0y X COS(mpt —d+ g)

® X

sDéplacement et vitesse

en guadrature
X(t) = —oy 2X cos(wyt — ) sDeplacement et acceélération
en opposition de phase

Accélération

= 0y “ X cos(wpt — ¢+ 1)
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Solutions de | ’équation du mouvement 1DDL
Oscillations libres amorties (cz0)

Equation du mouvement :
M(t) + CX(t) + kx(t) = 0 < X(t) + %)’((t) r g2 X(H) =0

Solutions de la forme : x(t) = XeS
Equation caractéeristique : 52 +%S+ 0y =0
_ 2
Racines : S:_%i\/(%] o2 = g + w2 1
C

£ ¢ . facteur d’amortissement

2may

3 cas d’amortissement selon ¢
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme amorti
amortissement surcritique : > 1

X(t) =| X,e7%" + X ,e® } g5t

X(t) |04 =, gz_l
A

= [A ch(ogt) + B sh(ogt)]e ™"

X+ V
= X ch(mdt)jta(DO 0 " "0

sh(oodt)}e_a%t
Q%
V>0
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme amorti
amortissement critique : £ =1

xﬁt) ot

X(t) = Xn(1 t)+ v, tle
V>0 (t) [o( +mpt) + o]
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme amorti
amortissement sous - critique : £ <1

X(t) = [Asin(ogt) + Bcos(ogt)|e ="

X(t)
A —
= X 75! cos(myt — 9) Pseudo pulsation
~ . R [ g2
X0 \ ~~J T.=2nlo, g = @ y1=s
\  — ~ S — X exp(-E,ooot)
— _t
- —

P - X \/on s (vo + EmpXo jz tgp = Yot X0&Wp

- ~ (Dd (DdXO
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UPMC — Master 2 - ACAR

Vibrations linéaires

Oscillations libres d’'un systeme a 1DDL amorti

amortissement sous - critique : £ <1
Td

Détermination expérimentale
de I'amortissement :
On mesure les amplitudes X, et X, .,

de 2 maxima successifs séparés de Ty, ™

Ona:
X, X(tg) _ Xe™=®h
X1 X(to+Tg) X e 80(botT)
Décrément logarithmique

X(t)

X

n

Ewy Ty

On obtient o plus
précisément avec des
maxima séparés de pT:

Soit S:In( X, j<:>8=<ioaon =27c<2®0 I azlln X,
N+l Od \/1_ ‘22 P Xn+p
5 2nE De 6 determiné par la mesure, on deduit 'amortissement &
i g2 . 8
Rg:si £<<lalors o=2ni<8=—
21 F.Ollivier 2005 16



UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations forcéees harmonigues

/

/ C

Z : | B Rappel de 'équation du mouvement

- \WWW— .. :

1 x MX(t) + cx(t) + kx(t) = F(t)
77777777777 ////S?//// g

Excitation harmonigue F(t) _ Fo COS(Q'[) _ Fo Re[ejm]

(notation complexe) .

Reponse = Reéponse transitoire x,(t)_+ Reponse permanente x(t)

= X,(t)_ = Réponse en regime libre (voir + haut)

"X,(t) = mouvement apres disparition du transitoire
*Harmonique de méme pulsation Q que | 'excitation
»Amplitude X et Déphasage vy a déeterminer
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations forcées harmoniques

/ des systemes a 1DDL non amortis

7 _

2—|MMMM|— e L 'équation du mouvement est :

/) k .. . )

2 < mX(t) + kx(t) =R, sin(Qt) (1)
///////////5?77%777

La solution générale est celle obtenue en oscillations libres
X,(t) = Xcos(w,t — ¢)

La solution particuliere de la forme : X (t) = Xsin(Qt)
est substituée dans (1) :

X(-mQ? +K) SiHext) = F, sinkeat)

D’ou 'amplitude du mouvement forcé : X = o _ F
Q k —mQ? 0°

Onnote: P =— la pulsation réduite 1_—2
Q) ™o

2

F .
Le mouvement forcé s'écrit : |X,(t) = 1 0 Sln(Qt)

et la solution compléte : X(t) = x4 (t) + x,(t)

F.Ollivier 2005 18



UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations forcées harmoniques
des systemes sous amortis

/ c
7
= | | mx(t) + ex(t) + kx(t) = F, cos(Qt)
= _ , e
DB G & X(1) + 2600X (1) + 09 X(1) 5 Hocos(Qt) (2)
La solution générale est celle ot
obtenue en oscillations libres : Xg(t) = [Xg COS((Ddt — (I)g)} e ="
La solution particuliere de la forme :
est substituée dans (2) pour obtenir X (t) =X cos(Qt—¢,)
I'expression du mouvement force : g P P
F 1 2EPB
X (Q) =2 Q) = Arct
L e D B A
La solution compléte : X(t) = x,(t) +x,(t)

X(t) =[ X, cos(wgt — ¢;)]e =" + X, cos(Qt - ¢, )

—_—

Réponse transitoire Réponse permanente
F.Ollivier 2005 19



UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Oscillations forcées harmonigues des systemes a 1DDL
Etude de la réponse forcée permanente

Ona: |x (t) =X sin(Qt—d@)| avec

F 1

O=X0)= T e

2¢ }

o [0(0)-0(p) - Areg 2

*Amplitude et phase de x,,(t) dependent de la pulsation Q de I'excitation

Coefficient d’amplification dynamiqgue (sans dimension) :

A@)=AD) =X = o [AB) - e

"Q — 0, (f — 1) = X(2) > Max = Résonance

£ =0 —> O(Q) =0, excitation et réponse en phase.
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Vibrations linéaires

Exemples de réponses
forcées harmoniqgues

X(t) = X; cos(myt — <|>t)e_a°°°t +

F,  COs(Qt—¢,)
K J@-p?)? + 422

E E
fak) ar
= E
= =
= =
=T =
o 1 2 5 4 = : s 10 11 1z 13 14 15 16 17 18 18 =20 21 22 23 24 25 o 1 =z & 4 & & 7 & 8 10 11 1z 13 14 15 156 47 18 189 20 21 2z 25 24 25
Temps (s) Temps (s)
xXo =5 KN | || oo =175 < | v Folk= & o E | a3 Xo =5 Ea | = | oo =215 £l | a3 Folk= & “ | v
vo=1.7 [ 1 £= 0015 [+_] v = 1.1 JE | | Vo =5 N | | &= 0.02 1 v Q= 52 EN| g |
=
5
al
5
E £
= &
E. =
a
=]
5l
] . R4 T I
0 ] 2 ; : . ' - y ; . 1 12 13 14 15 16 17 18 419 20 21 22 23 =24 25 o 1 =2 3 4 s B ¥ 8 8 10 11 12 13 14 15 18 17 18 18 20 21 22 23 24 25
Temps (s) Temps (s)
Xo=5 KN | | oo =85 o v Folk= 1 | ] xXo=5 < 1 oo =85 < 1 O Folk= 19 < O
Vo =5 EN| i £= 0015 [+_] v = 0.8 JEN | | Vo =5 | i | £= 0015 [« | »| = 1.1 ENEF | I |
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Vibrations linéaires

UPMC — Master 2 - ACAR
Systemes a 1DDL - Oscillations forcées harmoniqgues

XIXq, Coefficient d’amplification dynamique
X(B 1
25 | o — ap)-S®_ 1|
b Xa  JA=p*) +42%
3T |
25 r .
2 r .
15 F |
1 d
05 f |
0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3

0 0.25 0.5
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Vibrations linéaires

Systemes a 1DDL - Oscillations forcées harmoniques

1DDL Vertical

Régime libre

Régime forcé : 0.25 Hz

Réqgime forcé : 0.7 Hz

Régime forcé : 1 Hz

Réqgime forcé : 1.27 Hz

Réqgime forcé : 1.3 Hz

Réqgime forcé : 1.5 Hz

Réqgime forcé : 2 Hz

Exemples

1DDL Horizontal

Régime libre

Régime forcé : 0.25 Hz

Régime forcé : 0.5 Hz

Régime forcé : 0.7 Hz

Réqgime forcé : 0.75 Hz

Régime forcé : 0.8 Hz

Régime forcé : 1 Hz

Régime forcé : 2 Hz
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Systeme soumis a des excitations multiples
Principe de superposition

La reponse d’un systeme linéaire a une somme d’excitation
est la superposition des réponses a chacune des excitations

Fi(f)y=—> S.L. => x,(t) F,(0)=> S.L. = x,(1) ..... Fo(t) =2 S.L. = x,(1)
a; F(t)
a, Fy(t)
@3 F5(0 +)—> S.L. > x()= a,x,(t) + & X,(t)_+ ag X(t) + ....... + a, X, (t)
o, Fi(t)
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires

Systemes a 1DDL - 2 excitations harmoniques Q> Q,
Phénomene de Battement

F(t) =F, cos(Q;t)+F cos(Q,t) — x,(t) =X, cos(Q,;t—d,)+X,cos(Q,t-D,)

X, =X+ X, 20, =Q, +Q, 20, =0, + D,
X =X, =X, 20 =Q, -Q, 20 =@, -,
/\ /\

X, (t) = X cos(Q,t—d Ycos(Q t—-D_)

_ sin(Q,t-dMsin(Qt-_) >
S \/‘

S S

portguse enveloppe

A\ 4
=
= =
——
—F

X1 #X, X=X,
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UPMC — Master 2 - ACAR

= Une excitation de période T F(t) T -
l.e. telle que F(t+nT) = F(t) o By, ./\QA.‘ ./\Jm .,rbA.‘ fx_ SRR
(S V V \V \V \V '

peut s’écrire comme une serie :

Excitation T périodigue

Vibrations linéaires

Décomposition en Série de Fourier

»

]
»

.
t =

F(t) = iFn(t) =F + iAn cos(nQt) + B, sin(nQt) - F + iFn cos(nQt-vy,)
n=0 n=1 n=1

Fo, A, et B, sont les coefficients de Fourier

1T
F, :ﬂF(t)dt

An

Bn

%}F(t) cos(nQt)dt

ou

%iF(t)sin(th)dt

Valeur moyenne
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Excitation T périodigue

Réponse

Vibrations linéaires

A la composante harmonique F(t) de I'excitation correspond la reponse
harmonique x.(t) de méme frequence nQ :

F. ()= F cos(nQt—y, )| ===

X,(t)= X, cos(nQt—y, —¢,)

X, (nQ) = X(np)=-="

1

Avec

K- J@=(nB)’)? + 487 (npY

¢.(NQ) = Arctg( >
1-(nB)

j ou

Finalement par le principe de superposition on a :

np

n0

@,

X(t) = ixn(t) = ixn cos(nQt—y, —¢,)
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UPMC — Master 2 - ACAR Vibrations linéaires
c — x®

F(t)

5 Exemple : Excitation a 3 composantes harmonigues
- m q—
AWM F(t) = F, cos(Qt) +F, cos(2Qt) +F, cos(3Qt)

ol

NONUNNNNNNNNNY

F, Q= 0.6 0, et & =0.05
X, = 1.5 Fy/k
X, = 2.2 F,/k |
»  X;=05F/k

0 20 30 Q 2Q 3Q

0] ®o

X(t) :OX1 cos(Qt—¢,)+X, cos(2Qt—-¢,)+ X, cos(3Qt—¢,)
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Probleme d’isolation vibratoire

?A
3 C1
| _
: m
|
x0C2
4 daN
250
Charge L = @A mm |
2= L FIeehe: ‘Hauteur S -
REE | ipg | B ‘Référence 2
nominale | = e charge .| |
daN nominale _.
! _ : : 150
60 g o cEe 48 - SHEED
0 5 105 1° 70 e
150 v 124 90 810 768
400 et O 136 90 810 769 | ;
goe |- 24 175 120 810773 | |
800 | 26 170 140 | 810 784 | o B
800 } 16 s 90 810 779 | Ik(F,ll) = |AF/A|X =
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5
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UPMC — Master 2 - ACAI ibrations linéaires
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