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CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES
DES SECTIONS DROITES D’UNE BARRE

I. Moments statiques d’une section:
Considérons une section droite d’une barre, on 1’a rapporte a un systéme de coordonnées (X,Y) et considérons

les deux intégrales suivantes:
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L’indice " S " dont est affecté le signe d’intégration signifiant que I’intégrale est étendue a toute la section.
Chacune des intégrales est une somme de produits d’aires élémentaires " dS " par la distance a 1’axe
correspondant (X ouY).

La premiére intégrale s’appelle moment statique de la section relativement a I’axe X et la seconde relativement
a ’axe Y. L’unité du moment statique est le : (m3, cm3,mmS3, ...)

Remarque: Lorsqu’on transporte parallélement les axes, les grandeurs des moments statiques varient.
Considérons deux couples d’axes paralléles (X;,Y;) et (X,,Y,), soit" b " la distance entre les axes (X;,X,) et
"a " la distance entre les axes (Y;,Y,) estb

Supposons connu ’aire de la section S, et les moments statiques par rapport aux axes X; et Y;, (Sx; et Sy,) sont
connus.
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Remarque: Lorsqu’on transporte parallélement les axes, le moment statique varie d’une quantité égale au

produit de I’aire S par la distance entre les axes.

Considérons la premiére expression, La quantité b peut étre quelconque, positif comme négatif. Aussi, peut étre
choisie de telle sorte que le produit bS soit égal a S,;. Alors pour ce cas particulier, le moment statique S, par

rapport a I’axe X, s’annule.( S,, = 0).

Définition: Un axe par rapport auquel le moment statique est nul est appelé axe central. Il est unique dans une
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famille d’axes paralléles, et la distance a cet axe d’un certain axe x; arbitraire est:

D’une maniére analogue pour Sy, = 0 et Sy; = aS, d’ou

Remarque: Le point d’intersection des axes centraux s’appelle le centre de gravite de la section. Par rotation
des axes, on peut montrer que le moment statique relativement a n’importe quel axe passant par le centre de

gravité est nul.
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Pour une figure composée: Les moments statiques par rapport aux axes:

{ SXI = SI'YC1 + SZ'YCZ + Sg.ch + -l +Si'YCi
Sy1 = SI'XCI + SZ'XCZ + S3.X(:3 + .“"+Si'XCi

Le centre de gravité dans le systéme d’axe (X¢, Y¢):
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avec St =81+ S+ .. +S;
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I1. Moments d’inerties d’une section: Yia
X1
Considérons les trois intégrales suivantes: Y, 4 -
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Les deux premicres intégrales sont appelées moments d’inerties axiaux de la section par rapport aux axesX;
etY;. La troisieme intégrale est le produit d’inertie de la section par rapport aux axesX; etY;. (L’unité du

moment d’inertie est le (m*, cm* mm*,...)).

<

a




E.P. S.T 2°M® Année Support de cours RDM Année 2016/2017

Remarque:
Les moments d’inerties axiaux sont toujours positifs. Par contre le produit d’inertie peut étre positif comme
négatif selon la disposition de la section par rapport aux axes X; etY;.

Etablissons les formules de transformations des moments d’inerties lorsqu’on transporte les axes paralléles:

) . (x=(x1—a)
Substituant ICIZ{ 2 1
( y2=@1—b)

IXZ = f y%dS = (}’1 — b)ZdS = IX1 + bZS + ZbSXl
S

IYZ = f x%ds = (x1 — a)ZdS = Iy1 + aZS + ZaSy1
S

Ixoy, = f X2y2dS = (x1 —a)(y1 — b)dS = Ixqy1 + abS — bSy; — aSx,
\ s

Si les axes X; et Y; sont centraux, on a Sy; = Sy; = 0, les expressions déduites se simplifient considérablement.

Iy, = Iy, + b*S Iy = Ixc + b%S
Iy2:Iy1+a25 = Iy2=ch+aZS
Ixoyz = Ixqy1 + ab$ Ixoyz = Ixgyg + ab$

Par conséquent lors du déplacement parallele des axes (un des deux axes étant central), les moments d’inerties
axiaux varient d’une quantité égale au produit de ’aire S par le carré de la distance d entre les axes.

Iox = Igx + d?S

Théoreme de Huygens: le moment d’inertie d’une section droite par rapport a un axe donné est égal au
moment d’inertie par rapport a un axe paralléle au premier et passant par le centre d’inertie de la section
augmenté du produit de I’aire total de la section par le carré de la distance entre les axes.

Remarque: Il résulte de la formule précedente que Ipx > I;x, par conséquent si I’on prend tous les axes ayant
une méme direction, le moment d’inertie sera minimum par rapport a I’axe passant par le centre de gravité (d =

0).

I1l. Variation du moment d’inertie par rapport a des axes passant par le centre de gravité de la section
droite:

Nous allons ¢étudier la variation du moment d’inertie par rapport a un axe qui tourne autour du centre de gravité
G.

Rapportons 1’aire Q a deux axes de coordonnees fixes G, etG,, I’axe A (G,)axe par rapport auquel on veut

déterminer le moment d’inertie.
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Considérons un point A et un élément d’aire infiniment petit dw; abaissant les perpendiculaires AB sur Gy et AC
sur GA. On remarque sur la figure que les segments BD + DA = BA; des triangles GBD et DAC, on tire:

{BD =GBtana ==> GBtana + AC/cosa = BA

DA = AC/cos«a

Si I’on remarque que GB = x et BA =y (coordonnées du point A) et AC = §; (distance du point A a
I’axe A).La relation devient : xtana + §;/cosa = y
On multiplie par cos a, on tire:

6 =ycosa—xsina

Calculons le moment d’inertie par rapport a I’axe Gy:

IAzf(SGZdw: f(ycosa—xsina)zdw
Q Q

I, =fyzcoszadw+fxzsin2adw—fnysinacosadw
Q

Q Q
— 2 2 .
Iy = I, cos”a+ I, sin“a — I, sin2a

On remarque que I dépend de I’angle a c’est a dire de 1’angle que fait I’axe A avec 1’axe X. Si a varie, I varie.
Si I’on suppose que 1’axe A est tout d’abord confondue avec I’axe X, puis on le fait tourner autour de G de
facons a revenir s’appliquer sur 1’axe X aprés une rotation de 2m, (Puisque sin’a, cos®a et sin2a) sont

compris entre(—1, +1).

Le moment d’inertie I,varie de facon continue. Au cours de cette variation I, passera donc par deux valeurs
I’une maximum et 1’autre minimum.

Il existe deux valeurs de a différentes de (g), c’est a dire deux positions rectangulaires de 1’axe A, I’une est un

maximum et 1’autre est un minimum. Ces positions de ’axe A s’appellent axes principaux d’inertie.
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Définition: Tous les axes passant par le centre de gravité d’une surface, il existe deux axes perpendiculaires
I’un par rapport a 1’autre appelés axes d’inerties principaux, et les moments d’inerties correspondants sont
appelés moments d’inerties principaux dont I’un est maxi et I’autre est mini.

v=ycosa—xsina
u=ysina—xcosa

Iy = f v2dS = (ycos a — xsin a)?dS = Iy cos*a + Iy sin*a — Iy sin2a
5

. Iy = f u2ds = (ysin a — x cos a)2dS = I sina + Iy cos?a + Iy sin 2a
S

|
Iyy = f uvdS = (ycosa — xsina)(ysina — xcos a)dS = Iyy cos 2a+%sin 2a

\ s

Pour que les axes U et Vsoit principaux, il faut que (Iyy = 0). Ceci nous permet d’obtenir cette expression qui
permet de trouver la position de 1’axe principal.

21y

tan2a0 = ————
Iy — Iy

Pour cette valeur de I’angle a, I’'un des moments axiaux est maximum et I’autre est minimum.

Définition: Les axes par rapport auxquels le produit d’inertie est nul, les moments axiaux prennent leurs valeurs
extrémales et sont appelés axes principaux. S’ils sont en outre centraux les moments d'inerties sont appelés
alors axes centraux principaux.

Les moments d’inerties axiaux par rapport aux axes principaux sont appelés moments d’inerties principaux.

5
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cos2a — Iyy sin 2a
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2Ixy
Iy=Ix
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Eliminant I’angle a a I’aide de 1’expression tan 2a =

max =
min 2

Formules pour calculer les moments d’inerties centraux principaux

21
tan2a = —2,C)

Igy — Igx

Igx + Igy Igy — Igx\
—i T +IGXGY2

d’inerties.

Année 2016/2017

a- Si une aire plane représente un axe de symétrie,
cet axe est un axe principal d’inertie.

b- Si une aire plane représente deux axes de
symétries, ces axes sont des axes principaux

c- Si une aire plane représente plus de deux axes de
symétrie, tous les axes passant par le centre de

gravité sont des axes principaux d’inerties et leur

moments d’inerties par rapport a ces axes sont égaux.
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Pour déterminer (L) et (5ys), on peut utiliser le cercle de Mohr. Pour tracer le cercle de
Mok, on suit les étapes suivantes:

1- tracer un repére orthogonal et orthonorme (O, lq, Igr)

2- placer les points A(lx, Ixy) et B(ly, -1xy) dans ce repére

3- déduire le point C, point d’intersection de la droite AB et I’axe des abscisses
4- déduire du cercle de Mohr Imax (11) et Imin (I2):

2
=2 [ ]
L+i, (1,-L0Y
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