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Exercice 1 - Vérifier que la fonction P(x,y) = 2* — y? — y est harmonique
sur C.

- Déterminer une fonction () conjuguée de P et les fonctions complexes

/.
Solution
- Soit P(z,y) =22 —y*> —y
P est de classe C?

en effet,
0P o*pP
%(x,y) = 2v = w(%y)—Q
0P o?pP
o (z,y) y-l= 53 (2,y)
P est harmonique car
0*P 0*P
= 2-2=0
- @ est conjuguée de P si
oQ oP
—_— = —_— = 2 ............ 1
9 (z,9) oy (oY) =2¢ (1)
0Q oP
% = - =2 | IR 2).
5 (L0 Y) a9 (z,y) =2y + (2)



En intégrant (1) par rapport a y (z fixé), on obtient

Qay) = 2 [y
= 2zy+k(z)...... (3).

En dérivant (3) par rapport & x et en remplagant dans (2), ce qui nous
donne

) = @) =21

Ox
= K(x)=1
= k(z)=z+¢, ceR
donc les fonctions () conjuguée de P sont définies par
Qz,y) =22y +x+c¢, ceR

Puisque les fonctions P et () sont continues sur R?, alors les fonctions
complexes correspondantes

f(2) = P(z,y) +iQ(x,y)

sont holomorphes dans C, de plus, on a

f(z) = P(z,y) +iQ(z,y)
= =y —y+i2ey+2+0)
= (2® —y? + 2iwy) +i(x +dy) +ic
= 224iz+¢, c €C.
Exercice 2 - Vérifier si la fonction P(x,y) = xy est harmonique sur C.

- Si owr déterminer les fonctions conjuguées () correspondantes a P et les
fonctions complezes f.

Solution
- Soit P(z,y) = xy
P est de classe C?

en effet,
oP 0’P
oP 0’P
a—y(fb"’y) = $:>a—y2($,y)—0-



P est harmonique car

P o*pP
— 0+0=0.
- @ est conjuguée de P si
oQ oP
a—y(x,y) = g(x,y) =Y (1)
oQ . op B
a—x(%y) = —a—y(a:,y) = —Ten (2).

En intégrant (1) par rapport a y (= fixé), on obtient

Qlr,y) = [ydy

En dérivant (3) par rapport & x et en remplagant dans (2), ce qui nous
donne

Q) VR
%(%?J) = K@)=—=
{L‘2

- k<$):—?+0, c e R,

donc les fonctions ) conjuguée de P sont définies par

2 2
_y
Q(xvy)_ 2 2 +C7 CGR,
et de plus,
f(z) = P(z,y) +iQ(x,y)

(e
= ay+i|=——+c
Y 2 9

_ —%(;ﬁ — y? + 2ixy) +ic
= —%Z2+Cl, cleC



3z

Exercice 3 - Déterminer « tel que P(x,y) = e’ * cos(a y) soit harmonique.

- Déterminer une fonction Q conjuguée de P.

Solution

-On a P(z,y) = 3% cos(a y)

P est de classe C? car exp et cos sont des fonctions indéfiniment dérivables
sur R.

En effet,
g—f(x, y) = 3e*cos(ay) = %(w,y) = 9¢% cos(a )
g—g(% y) = —ae*sin(ay) = (?;TZ(I, y) = —a’e* cos(a y).
P est harmonique si
AP = 0= )+ ) =0

— (9—0a®)e* cos(ay) =0
= 9-0a*=0
- o= 33.

Pour a = 3 ou a = —3, la fonction P(z,y) = €* ¥ cos(3 y) est harmonique

car cos est une fonction paire cos(—3 y) = cos(3 y)).
t foncti i 3 3
- () est conjuguée de P si

80 aP

a—y(x, y) = %(as, y) = 3> cos(@ Y).ornnnn.n (1)
g—cj(x, y) = —g—];(x,y) = ae® sin(a y)..o........ (2).

En intégrant (1) par rapport a y (z fixé), on obtient

Q(z,y) = 36390/(308(3];) dy
= " sin(3y) + k(2)....... (3).

En dérivant (3) par rapport & = et en remplacant dans (2), ce qui nous
donne
aQ _ 3z o; ! _ 3z o3
%(x, y) = 3e*sin(3y) + k'(x) = 3¢’ sin(3 y)
— K(z)=0
— k(z)=¢, ceR,
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on prend ¢ = 0,
donc la fonction ) conjuguée de P est définie par

Q(z,y) = 3¢* sin(3 y).
Exercice 4 Soit P : R? — R définie par
P(z,y) = ax® + ba’y + coy® + dy®
sous quelles conditions la fonction P est harmonique.
Solution
On a P(z,y) = ax® + bx’y + cxy? + dy?

P est de classe C? car les fonctions polynomiales sont indéfiniment dériv-
ables sur R.

En effet,
oP 0*P
%(1’, y) = 3ax®+2bry + cy’ = W(w, y) = 6ax + 2by
oP 0*P

a—y(m,y) = br? + 2cay + 3dy? = a—y2(:n, y) = 2cx + 6dy.

P est harmonique si

2 2
AP = 0:275(9:,,1;)%—%75(.%,34):0
6ax + 2by + 2cx + 6dy = 0
23a+c)x +2(3d+b)y =0
3a+c=0et3d+b=0

¢c=—3a et b= —-3d.
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