TD de laminage N°2

Obijectif : Discuter certains aspects du comportement rigide plastique du laminage des tdles

Hypotheses :

- Modéle rigide plastique

- Critere de Von Misés

- Ecrouissage isotrope

- Modele d’écrouissage d’Hollomon

oo 0 0 &
0;=|0 o, O &g=/0 00
0 0 o 0 0 &

-. Expliquez et justifiez ces hypothéses.

- Rappelez les hypothéses qui permettent d’écrire ces deux tenseurs

1- Rappelez en quelques lignes la construction et 1’écriture du modele. Montrez que
pour modéliser le comportement plastique avec écrouissage il faut identifier la

fonctionW(p): Energie d’écrouissage. Comment détermine t’on la fonctionW(p).

2- Montrez qu’en repéres principales
_ 3 1
f(o_ij ): o= \/:\/Sijsij = _\/(0_1 _0_2)2 +(O'2 _01)2 +(03 _0_1)2
2 J2
Expliquer pourquoi nous pouvons aussi écrire dans ce cas

f(o-ij): f(ll"Jz’Js): f(‘]21‘]3): f(‘]z)

3- Ecrire les lois d’évolution, vérifier que le comportement est incompressible et que

) ) ) 3. L
&2+ &2 +£2 == p*. Quelle conclusion tirez-vous ?
2



4- On pose o; =0, calculer la contrainte équivalente. Ecrire les lois d’évolution dans ce
cas. On pose aussio, =0. Sachant quec, <0, écrire la relation entre &,¢&,6te,.

Montrer que dans ce cas la déformation équivalente est égale a¢,. Quel essai
mécanique représente cette situation ?

5- On reprend le laminage. Au bord (zone d’élargissement) o, =0 et =0, les
tenseurs de contraintes et des vitesses de déformations s’écrivent :

o, 0 0 00 0
o,=|0 0 0| ¢=l04¢ O
0 0 o, 0 0 &

- Justifier I’écriture de ces tenseurs

- Montrer queo, =20, 5:§|03| et quee = Quelle conclusion tirez

2
ﬁ|€3|’

vous ?

. . P _ 2
6- Au centre de la tole &, =0. Montrez que la déformation équivalente p =& = ﬁ|€3|
et que la contrainte équivalente & = 7|¢71 — 03| . Montrez que le critére de plasticité

. 2\ o .
s*écrit 1 |0y — 05 < A(ﬁ) l&;|", donnez la signification des coefficients Aet n.

Comment les identifie t’on ?

7- On pose un coefficienté, appelé coefficient des états de contraintes.
. 20,-(0,+0)

(0, -0

Montrer que & varie de zéro a trois suivant la direction transversale de laminage.

V3+e
2

. Montrez qu’en déformation plane & =0.

Montrer que la contrainte équivalente s’écrit ;. & = o, —C
1 3

8- On reprend un tenseur de déformation volumique. En utilisant la loi d’évolution
plastique et la condition d’incompressibilité. Montrer successivement que :

£, :—_;+3 g, Ezﬁ{—gigi}(gf +82), & =\/29f;2 (82 +22)

Puis finalement




glzé—_g’g gz_—(—3+1}3 et g_—1/§ +3|¢;]

E+3°% £E+3

9- Montrer que le critére de plasticité s’écrit :

2n+l

B+¢)

o, — 0| < AB(E)e,|" avee B(E)= (2 +3)7

10- Vérifier les relations suivantes :

& =

Solution :

53, &, = (—34-1}93 et 6‘——1/98 + |53|

E+3 ‘o E+3

Hypotheses

Modele rigide plastique: C'est-a-dire que la composante élastique de la
déformation est négligée. Cela s’explique par le fait quee® <<&P, ce qui est
pratiqguement le cas de la tdle laminée.

Critéres de Von Misés : Voir les réponses données dans les TD passées. Ces
réponses se justifient aussi dans le cas du laminage.

Ecrouissage isotrope : D’un point de vue mécanique, cela veut dire que nous avons
une dilatation homothétique de la fonction seuil, c'est-a-dire que 1’écrouissage
n’induit pas une anisotropie au cours de la déformation. Ce qui n’est pas vrai pour
de grandes déformations a froid. Cependant, cette hypothese nous permet une
cohérence avec 1I’hypothese précédente.

Ecrouissage d’Hollomon : Le modeéle d’Hollomon s’écrit : 6 = Ag", cela veut dire
que pour ¢ =0, o =0. Si les coefficients Aet nsont identifiés correctement, ce
modele décrit convenablement 1’écrouissage isotrope.

Le tenseur des vitesses de déformation pouvait étre présenté comme décrit ci-
dessus grace aux hypotheses suivantes : Pas de cisaillement (sii # j = &; =0) et

pas d’élargissement. (b >>h= ¢, =0).
Pas de cisaillement, donc sii # j = o;; =0.

1- Construction et écriture du modele

L’application du premier principe de la thermodynamique aux corps déformables donne :

=W +¢ ol W est I’énergie élastique accumulée et ¢ 1’énergie dissipée.



Oijij = %_V: P+o=9=0y¢; —%—V;/ p>0(en vertu du second principe de la
thermodynamique), R(p)= %

Le second principe de la thermodynamique permet d’écrire 1¢p = X . X = o€ — R(p)p=>0

X : Force thermodynamique, il caractérise ’écart par rapport a 1’état d’équilibre
thermodynamique.
X : Flux thermodynamique, il représente la vitesse de retour a 1’état d’équilibre
thermodynamique.

0'”—2—9 ., of

_ & _|%i

ou X o o &% a0,
—R(p)=5=a—p +p=4

f
Ecrouissage isotrope = f(X )= f(o; )-R(p)<0
Plasticité = f(o; )-R(p)=0 ou &—R(p)=0

o = Hijklo_kl ii

Dans le cas isotrope, le tenseur d’anisotropie Hy, ne contient que trois coefficients et se
réduit a :

A B B 0 0 O
B AB OO0 O
B B AO 0O
M =lo 0 0 c 0 o
0 00 0C O
0 00 0 0C
A B B 0 0 0| o,
B A B 0 0 0 |o,
B B A0 0 O] oy
Donc: Hy,o =
0 0 0 C 0 0] |og
0 0 0 0 C 0 |og,
0 00 0 0 Cjj|o,
A B Bjo,
Ce qui donne en repere principale H;,0,4 =|B A Bjo,
B B Alo,

Du fait de I’hypothéese d’insensibilité a la pression hydrostatique, on peut poser & =S
Le calcul donne (A+2B)o, +0, +0,)=0=> A=-2B
En posant A =1 eten recalculant&, on retrouve la relation :

_ 1 2 2 2
U:E\/(al_o'z) +(O_2 _0'3) +(53_51)



En élastoplasticité, on écrit : & —R(p)<0
Pour modéliser un comportement plastique, il faut déterminer la fonction seuil & et
I’énergie d’écrouissage W(p) qui permet de prévoir le développement de la taille de s .
W . A
R(p)=— =W =|Ap"dp=—-p"" +C
(n)=7 [Ap"dp=—p
L’élastoplasticité avec écrouissage donne W =W *® +W(p)ou W* = % Ajaeqs; ou Ay, est

la matrice d’¢lasticité, elle dépend des coefficients de Young et de Poisson.
Dans notre cas, on considere un modele rigide plastique (pas d’élasticité), donc

We=0=W =V\7(p)=i p"™ +C

n+1
R(p)est identifiable gréace a des essais de traction simple (T-S)
o, 00 g 0 0
(T-Sy=>o;=|0 0 0 g=10 ¢ 0
0 00 0 0 g

La plasticité de Von Misés donne en traction simple: o =0, €t & =¢,, donc

& =0, =R(p)= As]
On voit que pour identifier R(p), il faut identifier Aetn. o, €t & sont directement

données par la machine de traction.
Deux essais de traction simple suffisent, on pose :

O.

A In—%
O, = A& oy o, — O
! Pon=—= et A=2—1
o, = Ag, In L & &

&5

Remarque : si on veut déterminer A et navec plus de précision, on doit réaliser
plusieurs essais de traction simple puis exploiter statistiquement les résultas obtenus.

2- Calcul de la fonction seuil

En repéres principales, les tenseurs de contraintes et de déformations s’écrivent :

cl 0 O g 0 0
o;=|0 o, 0 g=10 ¢ 0
0 0 o 0 0 g

_ I3 3 1
& zg 5,5, =\E si+8i+8i, S, =0~ trace(o, ),

1
Le calcul donne: & = \/gﬁ\/Z(af +0} +07 —0,0, 0,0, —0301)

Aprés transformation, on obtient : & = i\/(a1 —0,) +(o,-0,) +(0; -0, )

J2



A priori, f(o.j)= f(1,,J,,J,) cest-a-dire que la fonction seuil dépend du premier

invariant du tenseur des contraintes (responsable du changement de volume) et des
deuxieme et troisieme invariant du tenseur déviateur (responsable du changement de
forme). Cependant 1’hypothése d’insensibilité a la pression hydrostatique nous permet

d’écrire : f(aij )= f(1,,3,,d,)=f(J,,J;) car |, n’influe pas dans ce cas.
Le calcul de J, (J2 = /Sijsij)montre sa relation avec f(aij), ce qui nous permet de
conclure que la fonction seuil f(aij) ne depend finalement que du deuxieme et troisieme

invariant du tenseur déviateur.
3- Lois d’évolution

S

=

Plasticité de Von Mises, donc ¢; = -4

N | w
Q|

Le calcul permet de démontrer que :

& :i_(zal —0; _0_3)

20

&y = (20'2_‘71_0'3)

25
A

£y = (20'3_0'1_52)

2
) ) ) A
6‘12 +822 +832 = (—2_ [6(0'12 +O'22 + 0'5 —0,0,—0,0, —0'301>]
o3
) ) ) 3
Le calcul donne : &7 + &) +&% = Eﬂf

. ) Lo ) ) ) 3,
Ecrouissage isotrope = A= p=& = &’ +&, +&2 = 5 p?

Ce qui finalement donne la vitesse de déformation équivalente de Von Misés :

- 2 .2 .2 .2 2 ..
gz\/; E +E5 + & :\/g,/gijgij

Conclusion : La vitesse de déformation équivalente de Von Misés est bien la conséquence
de la plasticité de Von Misés.

4- Cas particuliers
0,=0, 0,=0, 0,<0

Le calcul de la contrainte équivalente donne dans ce cas ¢ = o,

) A

5122—_(—02) . A
O & = 2

&, :4(202) aveC G =0,=1 & =41
20' ﬂ,

i A & =—2=

5322—_(—02) 2
O

Ce qui donne ¢, =—-2¢, =—-2¢&,
Le calcul de la vitesse de déformation équivalente donne : & = &, =2
Cette situation donne un essai de traction simple (¢ =0, <0ete =¢, =-2¢, =-2¢5;)



5- Zone d’¢largissement :

Au bord libre la contrainte normale a ce bord est nulle (o, =0). Dans cette zone,

I’écoulement suit les directions normale et transversale. Comme 1’état de déformation est
suppos¢ plan, alors il n y’a pas d’écoulement suivant la direction longitudinale (1)

=& =0
Comlme nous sommes en repere principal, les composantes de cisaillement sont nulles.
opb 00 0 0 O
o;=0 0 0] &=|0¢ O
0 0 o, 0 0 &

_ 1 2 2 2
o :E\/(Gl_az) +(Uz _03) +(O_3_O-1)

Dans ce cas, le calcul donne & = \/o? + 02 — 0,0,

La loi d’évolution donne : &, = Zi_(ZO'1 —0,)=0=0, = %
c

En intégrant cette derniére relation dans , on obtients = §|03| :

_ 2 2 . ) S : . .

E = \/; el vel = E|83| du fait de I’incompressibilité plastique qui nous a permis de
pOSer & =—¢,.

Le modéle d’écrouissage d’Hollomon donne & = Ag" = —|03| = A{EL%U

n . . . , .
, cette derniére relation montre qu’une loi d’écrouissage

n°1
Conclusion : |03|=[%j &

suffit pour calculer les contraintes au bord du laminé.

6- Calcul au centre de la tole:
Au centre de latdleg, =0.

_ 2 2 . . .
g= \/;/gf +el = ﬁ|€3| car &, =—& (comportement plastique incompressible)

La loi d’évolution donne &, = Zi_ (20, -0, —05)
c

. o, +0 . . . . P
Oré,=0=>0,=— 5 3. En introduisant cette relation dans la contrainte équivalente,

on obtient : & = gh -0

.3 2.
La loi d’écrouissage d’Hollomon permet d’écrire : o = Ag™ = %|O‘l - 0'3| = A(EL%U

Dans le cas général (¢élastoplasticité), le critére s’écrit donc :



n+l
Comportement élastique : |o; 03|<A(%j l&4|"

Comportement plastique : |o, — o3| = A(\/_j 53 - g3zlnl

Comme dit ci-dessus les coefficients Aet npeuvent étre identifiés suite a des essais de
traction ou A est un coefficient égale a la contrainte d’écoulement (contrainte nécessaire
pour obtenir une déformation plastique, c’est en faito ) pour une déformation plastique
égale a un et nest appelé exposant d’écrouissage (souvent coefficient d’écrouissage), il
représente la faculté du matériau a se déformer plastiquent avant d’entamer
I’endommagement.

7- On pose un coefficienté, appelé coefficient des états de contraintes.
§=2(72—(Gl+63).

(0_1_(73)
otos L
52202—(01+03): ! 3:0
((71 _53) (0'1 _53)

Aubordo, =0 et o, = %, dans ce cas le calcul donne & =3

Conclusion : 0 < & < 3. Quel que soit le point considéré & varie entre 0 et3.

20, — (Gl + 03)

Sachant que & = ( )
0,03

,ontireo,, o, :%[5(01 _0'3)+(O'1 +03)]

En introduisant cette relation dans le calcul de la contrainte équivalente, on obtient :

N3+t

2

o= |al—03|

8- La loi d’évolution plastique associée a la condition d’incompressibilité plastique
doivent

permettre de calculer&,, £, et & en fonction de & et de &,.

2 T 3 :
\/;/gf +EL+ &2

g



V3+ &7
25 |al —03|et

), en introduisant la relation & =

) A . ) -
Edansé, :E(ZGZ ~ 0, —0,), 0n obtient &, = \/%g

Calcul de la vitesse de déformation équivalente en fonction de &, &, et &, , & = f(£,£,,¢;)
S dans

. 2 . .
On reprend la relatlonéz\/: EZ+&2+&5. En introduisant &, = —2—
3 JEL+3

- 2 T : : .
£= \/;/gf +&2 +£2, on obtient :

2
é:\/zgie‘; (2 +22)

Sachant que &, = L_(Za2 —0, -0,
20

Calcul de ¢, = f(f,él,éB) ;
& - £ 3"'52 2, a2) 252 2, s2
Bre B \/2 2(‘91”3)_\/9%’2(81”3)

&, =

Calcul de &, = f(&,¢,)
Plasticité incompressible = &, = —(8'2 + 8'3)

Ce qui donne la relation : ~———
28

: : 287 . : s .
En posanté, =a,&,=b et c= 9 /:52 , la résolution de cette équation de second degré
+

et en comparant les résultats obtenus, on obtient :

2& . - 2 :
5—5353 puis & :mw/§2+3|53|

-3 )
_¢ &, etdonc &, =—

& =
LoE+3

9- Le critére de plasticité s’écrit : 0 < R(p), R(p) : fonction d’écrouissage

J3+ &2 2
Ve o) s JE 3.
2 &+3
La loi d’écrouissage d’Hollomon s’écrit : R( p) = Ag"
Ce qui nous permet d’obtenir :

n+l

—o,| < AB(E)es|" avec B(&)= e oy (fz + 3)%

o =

10- Verification des résultats de la question 9
s=3, éz——(—3+1}93 et 5——\15 + |g3|

E+3 “e E+3

& =



1l suffit d’utiliser une loi d’évolution pour calculer&;, €, €tg;, reprendre la relation

20, —0,—0O )
E=""2_"1 73 ot comparer les résultats du calcul.
0, —03



