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Soit (Bt),s, un mouvement brownien réel standard défini sur un espace

probabilisé (Q, F(Ft)eso P) )
Exercice 1:
Soit X la semi-martingale définie par

t t
Xi=x+ /asXsds + /bsXsst (%)
0 0

otz €Retab:[0,+00] — R.
1) Soit (y:) la solution de 'EDO

t

Y =T + /asysds.
0

Donner la forme de y.
2) Pour x # 0, montrer que Z; := % est une martingale.
3) Veérifier alors (z # 0) que la solution de (x) est donnée par

S

t t
‘fasds
X; =eo0 x+/bsexp —/audu dBg
0 0

Exercice 2:
1) Soit # € R. Montrer que

¢ y b
Vit > 0,exp (0B;) =1+ 0/ exp (0B;) dBs + %/exp (0Bs)ds
0 0

2) On pose pour tout t > 0,u (t) = E(exp (0By)) .
Montrer que v’ (t) = %u (t) . En déduire w (¢) .
Retrouver ce résultat par un calcul direct.



Solutions des exercices

Exercice 1:
t

1) On a, en dérivant l'égalité y, = = + [a,ysds, on obtient:
0

Y = ay
Yo =2
C’est une EDO a variable séparable, qui admet comme solution

t
Jasds
yt frnd 1760

2) On a d’apres la formule d’intégration par parties,
1 1 1
dZt == Xtd - + 7dXt + dXtd —
Yt Yt Yt
Comme y—lt est & variations finies, alors

1 ' 1
d <> =Yg = Vg — gt et dXd <) —0,
Yt Yi Yi Yt Yt

d’ou

1 b X
dZ, = X, (—atdt> + — (as Xedt + by Xy dBy) = ——LdB; = by Z,d B,
Yt

Yt Yt

et en intégrant, on obtient

t t
Zy =2+ /bSZSdBS =1+ /bSZSdBS,
0 0

qui est une martingale comme étant une somme de deux martingales.
2) On pose

S

t t
fasds
Uy eo x—l—/bsexp —/audu dBs | ,
0 0

t t s
fasds
Vi = eo etWtza:—F/bsexp —/audu dBs,
0

0
t
d’ou Ut = ‘/tth d‘/; = attht et th = bt exp <—faudu> dBt = bvtdet
0 ¢

La formule d’intégration par parties donne

AUy = Vi dWy + WidVy 4 dVidW,.



Comme dV;dW; = 0, alors
dUt = btdBt + atUtdt avec UO =,

c’est a dire que U; et X; satisfont la méme EDS, d’ou U; =
Exercice 2:
1) On a, d’apres la formule d’'Ité avec F (z) = €% € C>,

1
dF (Bt) == F/ (Bt) dBt + §FN (Bt) dt

Or F' (z) = 0% et F" (z) = 0%¢’*, d’ou en intégrant

()= FO)+ [F(B)as. -+ [F/5) s

0 0

2
1+¢9/ 9Bs 1B, +62/ 0B 4.

0

qui s’écrit

2) En appliquant l’espérance a cette derniére égalité, on obtient

t t
92
w(t) =1+ 0K / e?BdB, | + - E / e?Bsds
0 0

t t
Comme (feeBs st> est une martingale nulle en 0, alors [ <f€9Bsst> =0.
0 0

t t
D’autre part, on a d’apreés le théoréme de Fubini [E (feaBSds> =[E (6935) ds =
0 0

t
Ju(s)ds, dou
0

En dérivant on obtient

qui admet comme solution

2

D’autre part, comme B; ~~ N (0,t) de densité f (z) = \/%6727, alors

2
u(t) = (e?Pr) /m “elrdy

L _ (z—t0)= tG) ﬁ
= 2 / daj =e 2
R

w



