Solutions des exercices 4 et 5

Exercice 4:
1) On a, d’apres la relation (x),

F=r)- 4 1w

d’ou en dérivant on voit que f* (t) est la solution du probléme de Cauchy

{ y =%y
y(s)=P(A) ’

qui admet comme solution

2) On a d’apres 1)

w2
En particulier pour A = €2, on obtient E (e ) = e T=%) qui
n’est autre que la fonction caractéristique de la loi A (0, — s). Il résulte que
Bt BSWN(O,t—S)
D’autre part, comme P (A) =E(14) alors

. =4 = u2
E (eW(Bt*BS)lA> =E (e*T(t*S)1A> ceci pour tout A € F.

Il résulte que

s w2
E (ezu(Bths) |Fs

= eiT(tfs)
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qui signifie que la variable aléatoire e’ iu(B;
B, — B; est aussi indépendante de F;.

d’ou

est indépendante de F; et donc

Ainsi le processus (Et) est adapté, a accroissements indépendants du
>0

passé et laccroissements B; — B, suit la loi NV (0,¢ — s), ¢’est donc un mouve-
ment brownien.
Exercice 5:

On a
—1 (YLHt'i‘YBt) n—1
At s (XLIIt - th> = Y v, (Xth - th)
p=0 " p=0 "
n—1
1
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n—1

La somme Y Yz, (XLJrlt - th> converge dans L' (Q), d’aprés le cours, vers
p=0 n " n

t n—1

stdXs et lasomme > (X&t — th> (YLﬂt — Ygt) converge, d’aprés l'exercice
) = + & + &

t n—1 <Yp+1 t+Y£t>
précédant, vers [dX dY;. Il résulte que Y ~—=—F—"+~ (Xp+1t - th> con-
0 p=0 " "

t t t
verge dans L' (Q) vers [Y,dX, + 3 [dXdY, = [Y, xdX,.
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