1 Intégrale d’Ito-Stratonovitch

Soient X et Y deux semi-martingales définies par
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Xt:Xo—i—/asst—i—/Bsds et)Q:Y0+/a'Sst+/5;ds
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tels que

B( / (Y22 + VB, | + st ds) < oo,
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de sorte que les intégrales [ YidX, et [ dY,dX, aient un sens.
0 0
On pose:
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/YS xdXg 1= /YSdXS + %/dYSdXS.
0

0 0
]t)éﬁnition:
st x dX s est appelée intégrale d’Ito-Stratonovitch ou intégrale symétrique
0

t
(on la note aussi st odX, ).

On notera que que si X ou Y est un processus & variations finies, alors
f Y, « dX, deX

Notatlon différentielle:

On note Y; x dX; = YidX,; + %dY,;dXt.

Théoréme: (Formule d’Ito-Stratonovitch)

Soient X wune semi-martingale bornée et F:R — R de classe C3. Alors on
a la formule suivante:

t

F(X;) — F(Xo) = /F (X,) % dX,
0

Remarque:
En notation différentielle, la formule d’It6-Stratonovitch s’écrit:

dF(X;) = F'(X,) = dX,.

Le cas vectoriel : (sans démonstration)



Si X, = (X}, ..., X]') est un vecteur de semi-martingales et F': R" — R de
classe C3, alors la formule d’Tt6-Stratonovich vectorielle prend la forme suivante:
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- - n OF - A
F(E) = F(%0) + 3 [ (R i,
i=1y ¢

qui s’écrit sous forme différentielle

aF (X.) = an OF (%))« dx},

29X,
ou encore _ N N
dF (Xt> - <gradF (Xt) x dXt>.
Démonstration:

Comme F’ € C? alors F’(X;) est une semi-martingale on a d’aprés la formule
d’Itd appliquée avec F’:

1
dF'(X;) = F"(X3)d X, + §F"'(Xt)dXtht.
D’autre part, on a d’aprés la définition de I'intégrale d’Ito-Stratonovich,

t t
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1
/F’(XS) *dX, = /F’(XS)dXS + 5/dF’(XS)dXS,
0 0 0

or

dF'(X,)dX, = <F”(Xs)dXs + ;F”’(Xs)dXsts> dX, = F"(X,)dX,dX,

d’oti, d’apres la formule d’Ité6 appliquée avec F,
t

t
/F’(Xs) % dX, = / F'(X)dX, +
0
0

1 [t
5/ F'(X)dXdXs = F(X;) — F(Xyp),
0
ce qu’il fallait démontrer.H
Nous terminons cette section par noter que cette formule est dangereuse dans
le sens ou dans sa formulation la fonction F” (ni F" d’ailleurs) n’apparaissent
pas mais pour Iappliquer, il faut bien s’assurer que F est de classe C?.



