Solution de 1’exercice 2

On pose
dXy = oqdBy + B,dt et dY, = aydB, + Byt

On doit montrer

t t t
X,Y; — XoYy — / X, dY, + / Y.dX, + / dX,dY,.
0 0 0

On a
n—1
XYy = XoYo = 3 (Xuw,Veur, - XzoVat)
p=0
Up + Vi + W,
ol
n—1
U, = Y Xz, (Yp-ut - Y%t) 7
p=0
n—1
Vo = Y Vi, (XpTlt - X%t) ot
p=0
n—1
Wo = > (Xew, - Xo0) (You, - Yau)
p=0

On sait, d’aprés le cours, que la suite de variables aléatoires (U,) (resp.(V;,))

¢ t
converge vers [Y,dX, (resp.[X,dY,) dans L' (Q). Il suffit alors de montrer que
0 0

¢ t
la suite (W,,) converge vers [dXdY; = [asalds dans L' (2).
0 0

On a, d’apres l'identité

1
Ty =7 {(gg+y)2 - (x—y)Q} pour tout z,y € R,

1 n—1 9
Wn = 4 {Z ((Xﬁt +YL+1t) - (X%t +Y%t))

p=0

5 (i) - (x4}
p=0

On considére les semi-martingales Z et Z’ définies par

Zy=Xi+Y,et Z =X, - Yy,



d’ou
dZt = dXt + dY;g = (Oét + Oéé) dBt + (ﬁt + ﬁé) dt et dthZt = (Oét + 062)2 dt.

De méme

AZ; = dX, — dY; = (o — o) dBy + (B, — B) dt et dZ{dZ; = (a; — o))" dt.

On a alors
1 n—1 2 n—1 ) ) 2
Wo= 312 (Zess = Z2e) =3 (P, - 221)
p=0 p=0 "
n—1 2 n—1 2
Or (ZLHt - th) (resp. > (Z’pﬂt - let) ) converge dans L! () vers
p=0 n p=0 = n

t ¢
[ (as + o) ds (vesp. [ (s — a,)* ds). Ainsi W, converge vers
0 0

¢
/as—i-oz ds—/(ozs—o/s)st =
0

=



