1 Formule d’It6

La formule d’It6 est ’essentiel de ce cours. Nous en donnons une démonstration
basée sur la formule d’intégration par parties, qui sera démontrée en T.D..
Théoréme: (Formule d’Ito)
Soit X une semi-martingale bornée et soit F : R — R de classe C?. Alors
F(X}) est une semi-martingale et on a

t t

F(X,) = F(Xo) + / F(X,)dX, + % / F'(X,)dX,dX,
0 0

Démonstration:

La démonstration se fait en trois étapes.

1) Cas ou F(x) = z" est un monodme :

Comme F'(z) = na"~ ! et F"(z) = n(n—1)z" 2, on doit montrer (par
récurrence) que

1
dX? =nXPdX, + §n(n — DX]?dXdX,  (Pn)

Pour n =2:
On a, d’aprés la formule d’intégration par parties (voir T.D.):

dX} = 2XdX; + dXdX;

donc (P3) est vraie . Supposons que (P,) est vraie et montrons qu’elle reste
vraie au rang (n + 1).
On a, d’apres la formule d’intégration par parties:

dXPH = d(XTXy) = Xpd X7 + XdX; + dXd X
d’ou d’aprés ’hypothése de récurrence et le fait que dX;dX;dX; = 0,

1
dXpt = X (nXPldX, + 5n(n — )X 2dX,dX;)
1
+ X7 dX 4 (n X7 X, + 5n(n — DX 2dX,dX,)dX,
1

= nXPdX;+ 5n(n — DX X dX, + XPdX, +n X dXdX,
1

= (n41)XPdX, + §n(n + D)X tdX,dX,

d’ou (Py41) est vraie. Ainsi la formule d’Tt6 est vraie pour F' un monome.

N
2) Cas ot F(z) = ) ana™ est un polynome :

n=0



Observons d’abord que la formule (P,,) s’écrit sous forme d’intégrale

t t
1
X=X+ /nX:*IdXS + §/n(n —1)X"2dX,dX, pour tout n € N.
0 0

En multipliant cette égalité par a, et en sommant par rapport a n, on obtient
par linéarité

N N t /N 1 t /N
D an X = an Xi+ / (ang—1> dX o+ / (Zn(n - 1)X;g—2> dX,dX,,
n=0 n=0 n=0

o \n=0 0
d’ou
t . t
F(Xt) = F(Xo) —|—/F’ (Xs)dXs + i/FH (Xs) dXdXs,
0 0

qui signifie que la formule d’It6 est vraie pour les polynomes.

3) Le Cas général (F € C?):

Soit K un compact qui contient toutes les valeurs de X;. D’apres le théoréme
de Stones-Wiestrass, il existe trois suites de polynomes (P,), (Qr) et (Ry) telles
que (Py,) (resp.(@n), (Ry)) converge uniformément vers F' (resp. F', F") sur
K. De plus

P, =Qnet P/ =Q, =Ry,

d’ou d’aprés la formule d’Itd6 pour chaque polynoéme P, :

t t
1
P, (X;) = P, (Xo) + /Qn(Xs)dXs + 3 /Rn(Xs)dXsts.
0 0

Comme X prend ses valeurs dans K et comme

[P (X)) — F(X)] < Sup |Po(2) = F(x)],

alors

et on a

tim B (|2(X) ~ F(X0)) =0,
qui signifie que (P, (X)) (resp.(P,(Xo))) converge vers F(X;) (resp. F(Xj))
dans L?(Q,F,P). On conclut, d’aprés l'unicité de la limite, qu’il suffit de

t t

montrer que la suite <f Qn(Xs)dXs) (resp.(f Rn(Xs)dXs>) converge vers
0 0

¢

t
[ F'(Xs)dX (vesp.[ F"(Xs)dX,) dans L? (Q, F, P).
0 0



t

t
Montrons par exemple la convergence de (f Qn(XS)dXS> vers [ F/(X,)dX,
0 0

(la démonstration de l'autre convergence se conduit exactement de la méme

maniére).

On a:
/Qn(XS)dXS—/F’(XS)dXS = /(QH(XS) - F’(XS))anBS—i—/ (Qn(Xs) — F'(Xy)) Byds,
0 0 0 0

d’o1, en utilisant inégalité (a + b)2 <2 (a2 + b2) pour tous réels a, b,

. 2 2

/Qn(Xs)dXs—/F’(XS)dXS < 2 /(Qn(XS)—F’(XS))anBS +
0 0 0
2

+ (Qn(Xs) _F/(XS))ﬁst
/

Par suite, en utilisant dabordla linérité de 1’espérance ensuite 1’isométrie de
I’intégrale stochastique et puis I'inégalité de Holder, on obtient:

0 < E(/Qn(Xs)dXsf/F/(XS)dXS)2
0 0

2

< olm /(Qn(Xs)—F’(XS))anBS +E /(Qn(XS)—F’(XS))BSds
0 0
< 2(E /(Qn(XS)—F'(XS))Qaids +1E /(Qn(XS)—F’(XS))zﬁgds
0 0
2 t t
< 2 (s i) - F) (8| [aas] 4w | [oas]].
0 0

d’ou d’apres la convergence uniforme de (Q,,) vers F”,

n—oo

t t
lim E(/ O (X,)dX,s — /F/(Xs)dXs)Z —0,
0 0

ce qui achéve la démonstration.ll



