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Master 1: -Probabité et Statistique
-Actuariat
Série N°3
Soit (Bt)t20 un mouvement brownien réel standard défini sur un espace

probabilisé (2, . (Fi)ysq ., P) -
Exercice 1:
Soient S et T deux t.d'a..
Montrer que S AT et SV T sont également des t.d'a..
Exercice 2:(formule d’intégration par parties)
Soient X et Y deux semi-martingales.

Montrer que
d(X:Y}) = X4dY; + Yid X, + dXdY,
Indication:Utilisé le fait que
n—1
XY, - XoYo =3 (Xuty,, - X%tY%t> .

p=0

Exercice 3:

Soient X une semi-martingale et F' € C? (R, xR).

Ecrire F (¢, X;) sous forme de semi-martingale.

Exercice 4:

Soit | By 0 un processus tel que pour tout u € R et pour tout A € F;

(s<t)

B (em(érés)lA) _p4) - “22]15 (em(éﬁgshA) dr (%)

S

1) Résoudre PEDO satisfaite par
fs (t) — K (eiu(ét—gs)lA) .

2) Montrer que (Et) est un mouvement brownien.
>0

Exercice 5:

t
Soient X et Y deux semi-martingales tels que [Y; x dX, soit définie.
0

Montrer que

L1 n—oo 2

t n—1 (YMt +Y£t>
/YS *dX, = lim ~r "/
0 p=0



Solutions des exercices 1 et 3

Exercice 1:
On a pour tout ¢ > 0

(SAT<t}={S<t}U{T <t}eF
et
(SVT <t} ={S<t}n{T <t} eF,

dout SAT et SV T sont des t.d'a.
Généralisation: Si (T},) est une suite de t.d'a. alors comme

{ /\Tngt}: U {Tngt}Eft
neN neN

et
{ Y% Tngt}— NnA{T, <tyeF,
neN neN

d’ou /\NT" et \/NT" sont également des t.d'a.
ne ne

Exercice 3:
On a dX; = a4dB; + B,dt, d’ou d’aprés la formule d’It6 & deux variables:

oF oF
dF (t,X:) = — (¢, Xy)dt+ e (t, Xt)dX: +

ot
0*F 0*F 0*F
{ (t, Xt)dtdt+2a o (t, X3) dtd Xy + — 922 (

T t,X,) dXtht} .

Comme dtdt = dtdX; = 0 et dX;dX = a?dt, alors

2 52
dF (¢, X;) = 881? (t, X¢)dt + ZF (t, Xy) (udBy + B,dt) + %Z—Z (t, Xy)dt
oF OF oF a? O*°F
= Qoo (t, Xt)dB; + < ot (t, X¢) +5ta (t, X¢) + 3 92 (t, X4) | dt,
d’ol en intégrant
t t
OF OF OF a? 0°F
F (ta Xt) - F(O7XO)+/OCS% (57Xs) st+/ <at ('SaXs) + Bs% (Sva) + 7 o2
0 0
fas e s) dB; est la partie martingale de F (¢, X;) et

t
oF oF a2 92F
vi- [ ( X4 (5 X+ ST (X ) ds
0

est sa partie & variations finies.



