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Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien réel standard dé�ni sur un espace

probabilisé
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
:

Exercice 1:
Soient S et T deux t:d0a:.
Montrer que S ^ T et S _ T sont également des t:d0a:.
Exercice 2:(formule d�intégration par parties)
Soient X et Y deux semi-martingales.
Montrer que

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt

Indication:Utilisé le fait que

XtYt �X0Y0 =
n�1X
p=0

�
X p+1

n tY p+1
n t �X p

n t
Y p
n t

�
:

Exercice 3:
Soient X une semi-martingale et F 2 C2 (R+�R) :
Ecrire F (t;Xt) sous forme de semi-martingale.
Exercice 4:
Soit

� eBt�
t�0

un processus tel que pour tout u 2 R et pour tout A 2 Fs
(s < t)

E
�
eiu(

eBt� eBs)1A

�
= P (A)� u

2

2

tZ
s

E
�
eiu(

eB�� eBs)1A

�
d� (�)

1) Résoudre l�EDO satisfaite par

fs (t) = E
�
eiu(

eBt� eBs)1A

�
:

2) Montrer que
� eBt�

t�0
est un mouvement brownien.

Exercice 5:

Soient X et Y deux semi-martingales tels que
tR
0

Ys � dXs soit dé�nie.

Montrer que

tZ
0

Ys � dXs =
L1

lim
n!1

n�1X
p=0

�
Y p+1

n t + Y p
n t

�
2

�
X p+1

n t �X p
n t

�
:
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Solutions des exercices 1 et 3

Exercice 1:
On a pour tout t � 0

fS ^ T � tg = fS � tg [ fT � tg 2 Ft

et
fS _ T � tg = fS � tg \ fT � tg 2 Ft;

d�où S ^ T et S _ T sont des t:d0a::
Généralisation: Si (Tn) est une suite de t:d0a: alors comme�

^
n2N

Tn � t
�
= [

n2N
fTn � tg 2 Ft

et �
_
n2N

Tn � t
�
= \

n2N
fTn � tg 2 Ft;

d�où ^
n2N

Tn et _
n2N

Tn sont également des t:d0a:

Exercice 3:
On a dXt = �tdBt + �tdt; d�où d�après la formule d�Itô à deux variables:

dF (t;Xt) =
@F

@t
(t;Xt) dt+

@F

@x
(t;Xt) dXt +

1

2

�
@2F

@t2
(t;Xt) dtdt+ 2

@2F

@t@x
(t;Xt) dtdXt +

@2F

@x2
(t;Xt) dXtdXt

�
:

Comme dtdt = dtdXt = 0 et dXtdX = �2tdt, alors

dF (t;Xt) =
@F

@t
(t;Xt) dt+

@F

@x
(t;Xt) (�tdBt + �tdt) +

�2t
2

@2F

@x2
(t;Xt) dt

= �t
@F

@x
(t;Xt) dBt +

�
@F

@t
(t;Xt) + �t

@F

@x
(t;Xt) +

�2t
2

@2F

@x2
(t;Xt)

�
dt;

d�où en intégrant

F (t;Xt) = F (0; X0)+

tZ
0

�s
@F

@x
(s;Xs) dBs+

tZ
0

�
@F

@t
(s;Xs) + �s

@F

@x
(s;Xs) +

�2s
2

@2F

@x2
(s;Xs)

�
ds:

Mt =
tR
0

�s
@F
@x (s;Xs) dBs est la partie martingale de F (t;Xt) et

Vt =

tZ
0

�
@F

@t
(s;Xs) + �s

@F

@x
(s;Xs) +

�2s
2

@2F

@x2
(s;Xs)

�
ds

est sa partie à variations �nies.
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