Remarque:
Soit T une v.a. & valeurs dans Ro.. Alors on a les équivalences suivantes:
T est un t.d'a. < {T >t} € F, pour tout t >0
<=le processus X := 1o 7| est adapté.
Définition:

Soient X processus et T un t.d'a.. Le processus X|T défini par XlT = XiaT
pour tout t > 0 s’appelle le processus arrété de X a T.

Lemme:

Soient aw € S et T un t.d'a.. Alors le processus alp ) € S. En particulier
st X est une semi-martingale, alors il en est de méme pour le processus arrété
X7,

Preuve:

On considére le processus u := 1jo 7 et on pose u® = u* (f1p ) pour tout
€ > 0. Alors les processus u® sont adaptés continus et convergent ponctuellement
vers u. Ainsi, si a est adapté continu (donc a € S), alors il en est de méme pour
le processus au®, d’ott au® € S. Il résulte que au® € S pour tout o € S. Comme
au® converge vers au, alors au € S.

t t
Si maintenant X; = Xg + fanBs + fﬁsds est une semi-martingale, alors
0 0

tAT tAT
xT = X+ / asdB, + / B.ds
0 0
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= X0+/OZ51{07T[ (S,.) dBS+/ﬁsl[0,T[ (S,) dS
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Comme aljy [ € S et comme

t t
E /iﬂsl[O,T[ (5,.)’ds <E /|ﬁs|ds < 0,
0 0

alors le processus X7 est également une semi-martingale.l

Remarque:

Il résulte de cette démonstration que l'arrété d’une martingale (resp. d’un
processus & variations finies) est également une martingale (resp. un processus
& variations finies).

La proposition suivante nous permet de montrer que la représentation d’une
semi-martingale X; = Xy + M; 4+ V; est unique a une égalité p.s.prés.

Proposition:

Soit X une martingale & variations finies. Alors Xy = 0 p.s. pour tout t > 0.

Preuve:

Comme X7 > 0, il suffit de montrer que E (X?) = 0 pour tout ¢ > 0. La
démonstration se fait en deux étapes.



1) Cas otv Xy est bornée : | X;| < a (a > 0)
Observons d’abord que le fait que X soit une martingale entraine que pour
tout t > s >0,

E ((Xt — Xs)2> =B (X2 - X2).

En effet;

B((X,- X)) = E(B ((Xt X 7))
—2X. X, + X7 | F))
X7 | F) —2BE(X, X, | Fo) +E (X2 | F))
X7 | Fs) —2XE (X | F) + X2) car X est Fy — mes.
X7 | Fs) —2X2 4 X2) car X est une martingale
X2 \ .7-")) car X, est Fy — mes.
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X, = /ozsst = /ﬂsds,
0
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ota€S etfe€Lp,. Soit (d,) = ({0 =1t <t} <..<t% =t}) une suite de
subdivision de [0, ¢] dont le pas d,, := Jax !t};” — t2_1’ tends vers 0 lorsque n

tend vers D'infini.
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et comme X est une martingale, alors
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D’autre part, comme X; = [3,ds
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> | - X
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et comme
max ’th — X» | < 2a,
1<I<N 1 -1
alors

N t
s [ X = X | X - X[ <2 [ 15,15
T k=1 o

qui et intégrable. Il résulte du théoréme de la convergence, puisque

lim ( max ’Xt? — Xt{il D = 0 grace a la continuité de X,

n—oo \ 1<I<KN
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lim B | max ‘th — X
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Par suite E (X7?) = 0.
2) Le cas général :
On considére pour tout n € N, la variable aléatoire

T,:=inf{t >0:|X¢| >n}.

Comme {T;, >t} = {|X;| <n} = X;'([-n,n]) € F; pour tout t > 0, alors
(T},) est une suite de t.d’a.. Comme {t > 0: |X¢| >n+1} C{t >0:|X¢| >n}
alors T,, < T,,+1. De plus, pour tout (¢,w) € Ry X £ on a pour tout n > Ny :=
[|X: (w)]], | Xt (w)| < m. 11 résulte que t < T,,, qui signifie que nEIEOOTn = +o0.

Ainsi (T},) est une suite croissante de t.d'a. divergente.
Soit maintenant le processus arrété X|7n.

D’aprés les deux propositions

précédentes ce processus est une martingale & variations finies, d’ou Xia7, =

thT" = 0 p.s. pour tout ¢ > 0 et comme le processus X est continu alors

Xy = lim Xyar, =0p.s.A
n—-4oo



0.1 Semi-martingales et convergence

Les trois propositions suivantes sont cruciales pour montrer la formule d’intégration
par parties. Dans toute la suite on adopte la notation suivante pour une semi
martingale:

t t
Xt:X0+Mt+‘/tOflMt:/Olsstet‘/t:/ﬁst.
0 0

Proposition:
Soient X une semi-martingale et v un processus adapté continu et borné par
a > 0. Alors on a la convergence dans L' (Q,F, P) suivante:

t t

n—1
Sovne (Xom, = Xp) = [rs0udB+ [7,8.s
p=0 0 0
d’ou la définition:
Définition:
L’intégrale stochastique
t t t
/’ysts = /’ysasst + /’ysﬁsds
0 0 0

s’appelle lintégrale stochastique du processus vy par rapport & la semi-martingale
X.

Preuve:
On a
n—1
Z’Y%t (Xp+1t 7X%t) = Ugl +th> ou
= o
n—1 n—1
U => e, (Mmt - M%t) et Wit = vz, (th - Vgt) :
p=0 " p=0 "
¢
Comme V; = [ B,ds est dérivable (4t = j3,), alors on a la convergence dans
0
L' (Q, F, P) suivante
t t
wp — /fystS = /’ysﬂsds.
0 0

¢
1l suffit alors de montrer que U' — [ ~,asdBs dans L? (Q, F, P).

Soit (™) (resp.(a™)) la suite des processus tassés de v (resp.cr) sur la sub-
division:



On a:

t

n—1
Ur = Y- vaian(Bas, — By = [ raldB,
p=0 0

t t
Il suffit donc de montrer que [~7aldB, converge vers [~ o,dB, dans
0 0

L?(Q,F,P). On a, d'une part

t t
E /vgozgst —/’ysasst = F (
0 0
t

- E / (el — yya)ds
0

(veay — v5s)dBs

o

et d’autre part, en utilisant l'inégalité (a + b)2 <2 (a2 + b2) pour tous réels a
et b,

(Yral —y,a,)? (V2 (0 — as) + as (V2 —7,))?
< 207 (@ = @)’ + (@)’ (3 = 7.)?)
< 2(a? (0l — 0’ + (@)’ (v = 7.)°) |
d’ou
t t t
0<E /(’y?a? — ’ysozs)zds <2 | a’E /(ag — ozs)2 ds| +E /(ozs)2 (vy
0 0 0

On conclut, du théoréme de la convergence dominée, que les deux espérances
du second membre convergent vers 0, d’oul

n—oo

t
lim E /(’y?a? —y,05)%ds | =0,
0



ce qui achéve la démonstration.ll
Remarque:

Avec la méme démonstration avec (4™) (resp.(@™)) la suite des processus
tassés de vy (resp.cc) sur la subdivision:

1 2 3 n+1
O< —At<—At< = AT < ..... < — AT < .
n n n n

on montre que la convergence suivante:

t t

Z'Y%/\t (X”,—“At - X%/\t) nj /’Ysasst + /’Ysﬁsds

oo
p=0 0 0

a liew dans L' (Q, F, P).



