
Solutions des exercices 4, 5 et 6

Exercice 4:

Comme le processus
�
tR
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est une martingale, alors la variable aléa-

toire
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est Ft�mesurable et comme
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�2tk^t (tk+1 ^ t� tk ^ t)

est aussi Ft�mesurable pour tout t � 0. On en déduit que la variable
aléatoire Mt est Ft�mesurable pour tout t � 0; qui signi�e que le processus M
est adapté.
Comme
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alors
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qui signi�e que le processus M est intégrable.
Exercice 5:
On a pour tout t � 0, à cause de la densité de Q dans R,

fT > tg = \
s�t
fjBsj � 1g = \

s�t
s2Q

fjBsj � 1g :

Or chacun ndes ensembles fjBsj � 1g = B�1s ([�1; 1]) 2 Ft et comme la tribu Ft
est stable par rapport à l�intersection dénombrable, alors l�événement fT > tg
appartient à Ft, d�où T est un temps d�arrêt.
Exercice 6:
Soient

Xt = X0 +Mt + Vt

= X0 +M
0
t + V

0
t ;

deux représentations de la semi-martingale X; où M et M 0sont des martingales
et V et V 0 sont des processus à variations �nies. Alors on a par di¤érence
Mt �M 0

t = V
0
t � Vt:

Comme M �M 0 est une martingale et V 0 � V est un processus à variations
�nies, alors Mt �M 0

t = V
0
t � Vt = 0 p:s:pour tout � 0, doù

Mt =M
0
t et V

0
t = Vt p:s:pour tout � 0.
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