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Soit (Bt),>o un mouvement brownien réel standard défini sur un espace
probabilisé (Q, F, (Ft)iso s P)

Exercice 1:

Soient s,t € REL

1) Calculer E (B.Bs).

2) On suppose s < t. Donner la loi de B; + B; et celle du couple (B, B).

Exercice 2:

Soit X processus intégrable, adapté, a accroissements indépendants par rap-
port au passé et tel que E(X; — X;) = 0 pour tous s,t > 0.

Montrer que X est une martingale.

Exercice 3:

- t
Soit a € S. Montrer que le processus M défini par M; = [a,dB; est une
0

martingale.
Exercice 4:
Soit a € S. Montrer que le processus M défini par

t 2y

M, = /asst —/o@ds

0 0

est adapté et intégrable.
Exercice5:
Montrer que
T:=inf{s>0:|Bs| > 1}

est un temps d’arrét.

Exercice 6:

Montrer que que la représentation d’une semi-martingale est unique & une
égalité presque surement prés.



Solutions des exercices 1,2 et 3

Exercice 1:
1) Si s <'t, alors

E (B Bs) E (B (B:B; | Fs))
= E(B;E(B: | Fs)) car By est Fy — mesurable
= E(B ) car (Bt);s, est une martingale
= scar Bs~ J\/( 5)

d’ou
E (BiBs) = s Nt

2) Comme B; — Bs ~~ N (0,5) et comme B; — B; et B, sont indépendantes,
alors

By + Bs = (B, — Bs) +2Bs ~ N (0, (t — 5) + 4s) = N (0,t + 3s)
Pour tous «a, 5 réels la variable aléatoire
aBi + Bs = a(By — Bs) + (a+ ) By WN(O,a2(t—s)+(a+6)25)
Le couple (B¢, Bs) est donc gaussien. De plus

E(B:) =E(Bs) =0et cov (B, Bs) =E(B:By) = s

t s
(Bt’BS)WN<<O’O)’< s S >>
Exercice 2:

11 suffit de montrer que E (X; — X, | Fs) = 0 pour tous s <t .
Comme X est a accroissements indépendants par rapport au passé, alors la
variable aléatoire X; — X, est indépendante de F,, d’ou

Il résulte que

E(X,— X, | F)=E(X,— X,) =0

Exercice 3:
Cas ot v € S.
M est adapté. En effet, on a

M, = Zatk/\t (Btk.+1/\t - Btk/\t)
k

Comme Fy, nt C Fippone C Fy et comme (B;) et a sont adaptés, alors cha-
cune des variables aléatoires ay, a¢, By, at €6 By, a¢ est Fy— mesurable. Il résulte
que M; est F;—mesurable, comme étant la somme de produit de différences de
variables aléatoires mesurables. M est donc adapté.



¢
Comme E (M?) =E (faids) alors E (|M,|) <E (M?) < oo
0

Mt+h - Mt Zatk ( tk+1 - ?k)

ol (tAk) est la subdivision de Uintervalle [t,t + h] formée a l'aide de ¢,t + h
et des k qui appartiennent a [t, ¢ + h], d’ou

On a,

B0 M1 7 = 38 (o (5., 52) 1 7)
k

zk:E (a’?’*‘ ( Thy1 Btk) | ‘7:'5)

ZE (E (a;k ( Trt1 Btk) |ka> |-7:t)

ZE (atk ( e — B | ]—";k> | ]—"t) car «v est adapté

0car E (BA

Tyl

Br | f;k) =0 ((Bi) est une martingale)

M est doc une martingale.

Cas ov € S

Soit (cv,) une suite de S qui converge vers a dans L? (Q x [0,¢]). On pose
¢

MP = f a2dBs. On sait, par définition de l'intégrale stochastique, que la suite
0
de variables aléatoires (M;*) converge dans L? (Q) vers M;. Il résulte alors que

M est adapté et appartient a L2 (€2) donc intégrable.

il suffit de montrer que la suite de variables aléatoires (E (Mt”Jrh | ft)) con-
verge vers & (M, | F;) dans L? (Q2) grace a I'unicité de la limite.

On a

0 < E ((E (MP | Fe) =B (Mygn | ft))z)
_ E(]E(Mﬁrh—MHHft)Q)
= ||B (M7, Mt+h\ft)||z
< HMHh—MHth

car l'espérance conditionnelle contracte la norme.
Ainsi imE ((E (M, | F) — B (Mg | ]__t))z) =0, d’ou laffirmation. M

n—oo

est donc une martingale.



