FEzxzemple 2:
t

Soit o un processus adapté, continu et tel que B (f a?ds) < oo. Alors
0

a€elS.é
On considére la suite de processus tronqués (a™) définie par of' = oy A n.
1 suffit de monter que a™ € S et que (") converge vers « dans L*(Q x [0, ¢].
Remarquons d’abord que a™ est adapté, continu et |af'| < n, d’ou E(sup|as|) <
s<t

n < oo. Il résulte de I'exemple 1 que o™ € S.
En fait la suite (a™) est monotone croissante convergente ponctuellement
vers a. En effet, pour tout (¢,w) € Ry x et pour tout n > Ny := [y (w)] + 1

([x] désigne la partie entiere de z) on a a; (w) > n, dou af (w) = oy (w)

Vn > Np. Par suite lim of = a. D’autre part, on a pour entier n et pour tout
n—oo

(t,LU) S R+ x

-ou bien ay (w) < n et dans ce cas af (w) = o™ (W) = ay (W),

-ou bien n < oy (w) < n+1 et dans ce cas off (W) =n < a; (w) = af ™ (W),
-ou bien ay (w) >n + 1 et dans ce cas o (w)=n<n+1=a}" " (w),
d’ou la croissance de (a™).

Ainsi (a™) est une suite croissante de S convergente vers ponctuellement

vers a. Il résulte du théoréme de la convergence monotone que

t t
lim E /(a? —ay)%ds | =B / lim (a? — as)ds | =0,
n—oo n—oo
0 0
qui signifie que (a™) convergente vers a dans L?(Q x [0, ]).
FExemple 3 : -
L’ensemble des processus adaptés continus est dense dans S.
Pour le voir, il suffit d’approcher toute processus simple par une suite de

processus adaptés continus.
Soient o un processus simple et € > 0. On pose af = a * él[oys[(t), d’ou

t

_ 1 1
aof = /asgl[o,e[(tf s)ds = - / agds,

R4 t—e

et on a

t t t
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af —ay| = |g/asd5—g/atd8|=g|/(at—as)d8|
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Ainsi
0<|a; —a| < sup [a; —asl,
s€t—e,t]
par suite
lim af = «,

n—oo

d’ou laffirmation.
Proposition: (fondamentale)

- ¢ ¢
Pour tout o € S, le processus M défini par M; = ([ asdBs)? — [ a2ds est
0 0

une martingale.
Notons que si a = 1 alors M; = B? —t qui est bien une martingale.
Démonstration:
En fait, il suffit de montrer que M est une martingale pour a € S, le cas
général se déduit par par passage a la limite.

t
Le processus ([ aydB;)¢>o étant une martingale donc adaptée, alors la vari-
0
t
able aléatoire ( f ozsdBS)Q est Fy—mesurable. Il en est de méme pour
0

t

/aﬁds = 0, (ter1 At —tp At)

0 k
et donc pour M; aussi. Le processus M est donc adapté.
De plus

t t t t t

E(|M]) <E (/asst)2 +/a§ds < E(/asst)2+E /agds =2E /o@ds < o0
0 0 0 0 0

11 reste a montrer que B(Myy,, — M | F;) = 0.

On a:
t+h t t+h
M, — M; = (/ a,dBy)? — (/ asdBy)? — / o?ds.
0 0 t

¢

Il résulte de la linéarité de D'espérance conditionnelle et du fait que ([ asdBs)
0

est une martingale, que



t+h t+h

B(( / asdB;)? | Fr) =B(( / a,dB;) — /t a,dB;)? | Fy)
0

t 0
t+h t+h t t
- E((/ asdBy)? |.7-'t)—2E(/ asst/asst \ ]—'t)—i—E((/asst)zU-})
0 0 0 0
t+h t t+h
= E((/ asdBy)? |]-“t)—2/asst]E[(/ asdBy) | ft]+(/asst)2
0 0 0 0
t+h t
= E((/ asdBs)* | Fi) — (/ asdBy)?
0 0
t+h t
= E((/ asst)2—(/anBs)2|.7-}).
0 0
d’on
t+h t t+h
E((/ a,dBy)? — (/asst)z | F+) :]E((/ asdB,)? | Fy)
0 0 t
et par suite
t+h t+h
B(Mysp— M, | 7)) = E((/ 0ydB,)? | F) —E(/ 02ds | ).
t t
On a
t+h
/ asdBs = Zat;(Bt};H - By),
k

t

ou (t;) est la subdivision de I'intervalle [t,¢ + h] construite & laide de ¢,¢ + h
et les t;, qui appartiennent a [¢,¢ + h]. On pose Cj, = O‘t};(Bt};H = By ), don

t+h

(/ O‘sst)2 = (Z Ck)2 = chck-i-l
& Kl

t

et on a
t+h
E((/ asdB,)? | F) = ZE(Cka-H | Fi).
) k,l

w



En fait B(CxCyy; | Ft) = 0 pour tout [ > 0. En effet; comme F; C fthz’ alors

B(CiCin | Fo) =B(E (CiCint | 5y, ) | )
= E(O‘t“ (By: = By )ay E((Bg - By )| Fp

k+1 k k+1 k4141 k41 k+l) | ft)
= E(Aray E(Bp | For )| Fi) =0 car (B;) est une martingale.

— Bt
k++11

k41 k+1 k+L
Il résulte que

t+h

B( [ aaB)? | F)= Y BCE| )
k
2.

t

= ZE(O‘ k(Bt’,;H _Bt};)Q | Ft)
k

k+1

= D BE(} (B, — By | Fp) | F)
k

= ZE(QZ;E((B{,;H - Bt};)Q | ft};) | F¢)
k

- ZE(O‘?,‘CE((B&;H - Bt};)Q) | F)
k

k

= ZE( Pt —te) | F2)
k
t+h
= Za tk+1 t) | Fy) = (/azds | F+)

Ainsi
t+h t+h
]E((/ asdB,)? | Fr) :E(/aidslj’-‘t),
t t
d’on

E(Mytp — My | F) =0

ce qu’il fallait démontrer.H
1 Semi-martingales

Dans la suite, on aura besoin du rappel suivant:

1.1  Rappel
Définition:



Une fonction F : [a,b] — R est dite a variations finies (ou bornées) si

1 Flla = sup Y [F(ai41) — Flai)| < oo

ot le suprémum est pris sur l’ensemble des subdivisions
d={a=ap< a1 <az < ... < ap = b}

de [a,b].
Note que l'ensemble des fonctions a variations finies muni de ||.||4, est un
espace vectoriel normé

Exemple 1 :
Si F' croissante alors elle est a variations finies. En effet, pour toute subdi-
visiond ={a=ap < a1 <az < .... < a, =b} de [a,b] on a
D IF(ain) = Fla;)| = F(b) - F(a),
d’ou

[1Fllap < F(b) — F(a) < oo.
Il en est de méme pour F' est décroissante et on a par le méme raisonnement
[Fllap < Fa) — F(b) < oo.

Exemple 2 :
Si F' est de la forme

F(t) = /tf(s) ds

ou f est une fonction positive, alors elle est & variations finies car elle croissante.
b

De plus on peut montrer que ||F||,5 = [ |f (s)]ds.
a

Exemple 3 :

Si maintenant on suppose que f est de signe quelconque, alors elle est égale-
ment & variations finies. En effet f = f* — f~, ou f* (z) = max (f (x),0) >0
et f~ (x) =max(—f(x),0) > 0 et donc

F(t) = / It (s)ds — / I~ (s)ds

est & variations finies comme étant la différence de deux fonctions & variations
finies. On peut montrer dans ce cas que

F(t)Z]f+(8)ds—/f_(8)d8



1.2 Motivation

Supposons qu’on a a résoudre 1’équation suivante:
AXt =0 (Xt) ABt + 14 (Xt) At,

ou X, représente la position d'une particule (par exemple un gaz), (By),,
est un mouvement brownien de dimension n, o (z) une matrice carré n x n
(appelé champ des covariances) et V (x) un champ de vecteur (appelé champ
des vitesses). Ici, on entend par AX; (resp. AB;) laccroissement X; p — X
(resp. Biip — By) et par At un temps infiniment petit h. Comme pour les
équations différentielles ordinaires, X; doit nécessairement satisfaire 1’égalité
suivante:

t t
X = Xo+ /a (Xs)dBs + /V (Xs)ds (%)
0 0
d’ou la définition suivante.

1.3 Processus d’Ito
Définition:
Soit (By)y~o un mouvement brownien réel standard défini sur un espace

probabilisé filtré <Q,J’:, (‘7:1‘/)1520 ,P) . On appelle semi-martingale (ou processus

d’It6) tout processus de la forme:

t t
X=X+ /asst + /Bsds7
0 0

satisfaisant les propriétés suivantes:
1) X, est Fo—mesurable,
2)a e,

t
3) B est un processus adapté tel que B (f,é’sds> < oo (on dira que le
0

processus 3 € L}, ).

Remarque:

On notera que le processus (X;) est nécessairement adapté et que le processus
[ est p.s. & variations finies.

Définition:

t
Le processus M; = fasdBS s’appelle la partie martingale de X; et V; :=
0

t
[Byds sa partie a variations finies.
0

On notera que 'ensemble des semi-martingales est un espace vectoriel et que
la représentation (x) est unique a une égalité p.s. prés (voir T.D.).
Notation:



Au lieu d’écrire (x) on écrit
dXy; = audBy + Bpdt - (x%)

Définitions:

- La forme (xx) s’appelle la différentielle (ou la dynamique) de X.

- Lorsque ay et B, dépendent de X; (i.e. oy =0 (Xy) et B, =V (X)), (xx)
prend la forme suivante:

dXt :J(Xt)dBt+V(Xt)dt (***)

-La forme (x x x) s’appelle équation différentielle stochastique (EDS en abrégé).
On dira dans ce cas que X; satisfait 'EDS (% x %), o est sa diffusion et V est
sa vitesse (ou son drift).

On notera que si o = 0, alors 'EDS (x x %) devient une EDO.

Reégle de multiplication (trés importante):

Soient (X;), (Y:) et (Z;) trois semi-martingales définies par les différentielles
suivantes:

dXt = O[tdBt + Btdta
dYy = o,dB;+ B,dt et
dZt = O[gdBt + ﬂgdt .

On pose par définition:
dXtdY; = O[tOé;dt

Conséquences:
Puisque
dB; = 1.dB; + 0.dt et dt = 0.dB; + 1.dt,

alors on conclut que
dBidB; = dt et que dtdB; = dtdt = 0.
Il résulte aussi de cette régle que
dXdY:dZ, = 0.

Dans tout ce qui suit, on convient que si (B}),, est un autre mouvement
brownien indépendant de (B;),s , alors dB;dBj = 0.

1.4 Temps d’arrét

On aura besoin de la notion de temps d’arrét relativement a la filtration (F3),~
suivante:

Définition:

On appelle temps d’arrét (t.d'a. en abrégé) toute variable aléatoire T : ) —
Ry = [0,00] telle que {T <t} € F; pour tout t > 0.



Ainsi les v.a. constantes sont des t.d'a.

Définition:

Soient S et T deuz t.d'a.. On défini les intervalles stochastiques de la
maniére sutvante:

[S, 7] = {(t,w)eRL xQ:8(w) <t<T(w)},
ST = {(tw)eR, xQ: 8 (w)<t<T(w)},
18, 7] = {(tw)eRL xQ:S(w)<t<T(w)},
17 = {(tw)eRL xQ:S(w)<t<T(w)},
IT,00[ = {(t,w) eRy xQ:T (w) < t},
[T,00] = {(t,w) eRy xQ:T (w)<t}.

Lensemble |[T]] := {(t,w) € Ry x Q: T (w) =t} s’appelle le graphe de T.



