Cours d’analyse 2
Chapitre 1: Les intégrales 
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Chapitre 2 : Equations différentielles
1- Equations différentielles du premier ordre
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Chapitre 3: Equations différentielles de second ordre
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Exemple 2.
Soit f :[0,1] = B, £ (x) = x*. Montrons quelle est intégrable et calculons [; f(x) dx.

y

y=

R .

0

Soit n > 1 et considérons la subdivision réguliére de [0, 1] suivante 5 = (0, 2
Sur lintervalle [ 2, £] nous avons

vxe[hi] (7
Nous construisons une fonction en escalier ¢~ en-dessous de f par ¢~(x) =
chaque i=1,...,n) et (1

définie par ¢*(x) = S sixe [
en escalier et Fona ¢~ < f <

Pt < (i)

six e[S, 4] (pour
1. De méme nous construisons une fonetion en escalier ¢+ au-dessus de f
[ (pour chaque i =1,....,n) et $*(1) = 1. ¢~ et ¢* sont des fonctions
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Lintégrale de la fonction en escalier ¢* est par définition

On se souvient de la formule 3 s 12nsl) o done

B
J’n S dx= n(n+1):2n+1) _(+1@n+1)

3 6n2
De méme pour la fonction ¢ :
(n=1n(2n—1)

. Gi=1P1_ 158 —1@n—1
[[rman-B - Rt =,

Maintenant I7(f) est la borne supérieure sur toutes les fonctions en escalier inférieures a f donc en
particulier I(f) > [} $~(x) dx. De méme I*(f) < [} ¢*(x) dx. En résumé :

' N
J' $™(x)dx sz-u)st‘UKf §*(x) dx = 2)GeeD),
o o

Lorsque Ton fait tendre n vers +00 alors les deux extrémités tendent vers 1. On en déduit que I=(f) =
1
I*(f)=3. Ainsi f est intégrable et [y x> dx =}.
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2. Propriétés de l'intégrale
Les trois principales propriétés de lintégrale sont la relation de Chasles, la positivité et la linéarité.
2.1. Relation de Chasles

Proposition 3 (Relation de Chasles).
Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a,c] et [c,b], alors f est intégrable sur [a, b]. Et on @

b e b
f f)dx J’ /(x)dx+f Fl)dx
Pour Sautoriser des bornes sans se préoccuper de Pordre on définit :

a o b
J’/(x)dx:c etpoura<b J’/(x)dx:—J. O dx.
g b g

Pour a, b, quelconques la relation de Chasles devient alors

b e
f/(x)dx:j /(x)dx+J. O dx
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2.2. Positivité de I'intégrale

Proposition 4 (Positivité de intégrale).
Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur [a,b).

b b
Sif<g alors J’/(x)dxgj gx)dx

En particulier lintégrale d'une fonction positive est positive :

b
si f20 alors J/(x)dxzu
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2.3. Linéarité de lintégrale
Proposition 5.
Soient f, g dewr fonctions intégrables sur [a, b).
1. f +g est une fonction incégrable et [(f +g)(x) dx = [ F(x) dx + [ g(x) dx.

2. Pour tout réel 2, Af est intégrable eton a [ Af(x) dx = [ f(x) dx.
Par ces dewx premiers points nous avons la linéarité de Pintégrale : pour tous réels A,

b

v 5
f(u(x)ms(x))dx:lf /(x)dxmf g(x)dx

3. f xg estune fonction intégrable sur [a, b] mais en général [(f )(x) dx # ( [ £(x) dx)( J g(x) dx).

4. |f| est une fonction intégrable sur [a,b] et
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gf)/(x){dx

()dx

Exemple 3.

1
(7x1—e")dx:7f
o

1 1
xdx —f e dx=7:
o o

3-

dics 1 1.
Nous avons utilisé les calculs déja vus : [ x? dx =} et [ e* dx=

Exemple 4.
Soit I, = [ 242 dx. Montrons que I,, - 0 lorsque n — +c0.

"sin(nx) | " Isinl LR L
T & Texn L Texn T
11 ne este plus Qs calcule cete derniére intégral (en anticipant un peu sur fa suite du chapitre) :
n e

R
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3. Prim

e d’une fonction

3.1. Définition

Définition 5.
— R une fonction définie sur un intervalle I quelconque. On dit que F : I — R est une primitive
de f sur I si F est une fonction dérivable sur I vérifiant F(x) = f (x) pour tout x € I.

‘Trouver une primitive est donc Popération inverse de calculer la fonction dérivée.
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Exemple 5.

1. Soit I =R et f : R — R définie par f(x) = x2. Alors F : R — R définie par F(x) = & est une primitive
de f. La fonction définie par F(x) =% +1 est aussi une primitive de f.

2. Soit 1 =[0,+00[ et g : I — R définie par g(x) = v/¥. Alors G : I — R définie par G(x) = 2x? est une
primitive de g sur I. Pour tout ¢ € R, la fonction G + ¢ est aussi une primitive de g.

Nous allons voir que trouver une primitive permet de les trouver toutes.

Proposition 6.
Soit f : 1 — R une fonction et soit F : I —» K une primitive de f. Toute primitive de f s'écrit G = F +c oit
cer
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Proposition 7.
Soient F une primitive de f et G une primitive de g. Alors F +G est une primitive de f +g. Et si A € R
alors AF est une primitive de Af .

Une autre formulation est de dire que pour tous réels 2, on a

f(u(r)+ug(z))dr:Aff(r)drmfg(zm
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3.2. Primitives des fonctions usuelles

Jerdx=e"+c swR

Jcosxdx=sinx+c surR

[sinxdx=—cosx+c surR

[x"dx=r+c (eN) swR

[x"dx=%5+c (a€R\{=1}) sur Jo,+oo[

[ Ldx=lnlxl+c sur]o,+ocof ou]=oco,0[
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[shxdx=chx+c, [chxdx=shx+c surR

1 —arctanx +c surR

[ :{a(csmx+c sur]=110

§—arccosx ¢

ax { Argshx +¢ .

In(x+VXZ+1)+c

Argchx +¢
{ In(x+ vaT=T) e X EMLrool





image18.png
3.3. Relation pi e-intégrale

Théoreme 4.
Soit  : [a, b] = R une fonction continue. La fonction F : I —» R définie par

F(x):J.X/(l)dl

est une primitive de f, cest-i-dire F est dérivable et F'(x) = f (x).
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f :

Notation. On note [F(x)]" = F(b)=F(a).
Exemple 6.
Nous allons pouvoir calculer plein d'intégrales. Recalculons d’abord les intégrales déja rencontrées.

1. Pour f(x) = e* une primitive est F(x) =e* donc

2
fz’dx e,
o
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2. Pour g(x) = x? une primitive est G(x) = & donc

1
J x2dx

in x —sina est une primitive de cos x.

3. [Fcostde=sint

4. Si f est impaire alors ses primitives sont paires (le montrer). En déduire que [ f(t)dt
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3.4. Sommes de Riemann

Lintégrale est définie  partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons calculer des intégrales
sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer des limites de sommes a partir
dintégrales.

Théoreme 5.

Soit f : [, b] — R une fonction intégrable, alors

”%‘z":/(uk

=

—_ J’ f)dx

La somme S, Sappelle la somme de Riemann associée a intégrale et correspond a une subdivision réguliére
de lintervalle [a, b] en n petits intervalles. La hauteur de chaque rectangle étant évaluée 4 son extrémité
droite.




image21.png
Le cas le plus utile est le cas ot a = 0, b=1 alors %2 = L et f(a + k22) = (&) et ainsi

. :
=300 J' FG)dx
= o
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Exemple 7.

Calculer la limite de la somme S,, = Zk N —(
1

1, on reconnait que S, est

une somme de Riemann. Donc

Py gi/(z)

Ainsi S, — In2 (lorsque n — +00).
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4. Intégration par parties — Changement de variable

Pour trouver une primitive d’une fonction f on peut avoir la chance de reconnaitre que f est la dérivée
dune fonction bien connue. C'est malheureusement trés rarement le cas, et on ne connait pas les primitives
de la plupart des fonctions. Cependant nous allons voir deux techniques qui permettent des calculer des
intégrales et des primitives : lintégration par parties et le changement de variable.

4.1. Intégration par pa

Théoréme 6.
Soient u et v deux fonctions de classe 6" sur un intervalle [a,b].

b 5
fu(x)v’(x)dx uv]:—J‘ W(x)v(x) dx

Notation. Le crochet [F]? est par définition [F]} = F(b) = F(a). Done [uv]} = u(b)v(b) = u(a)v(a). Si
Ton omet les bornes alors [ F] désigne la fonction F + ¢ ol ¢ est une constante quelconque.
La formule d'intégration par parties pour les primitives est la méme mais sans les bornes :

fu(x)v'(x)dx:[uv]—fu'(x)v(x)dx,
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Exemple 8.
1. Calcul de _[ﬂ‘ xe* dx. On pose u(x) = x et v'(x) = e*. Nous aurons besoin de savoir que u'(x) = 1 et
quune primitive de ' est simplement v(x) = ¢*. La formule d'intégration par parties donne :
Jo xerdx o uGv(x) dx
= [l =[futve dx

[xe]y — [y 1-e%dx
(- m0- ) [ ]
e=(e!=e%)

-1

2. Caleul de [} xInx dx.

On pose cette fois u = Inx et v/ = x. Ainsi

J’ !.nx-xdx:J' uv’
\ :
)
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4.2. Changement de variable

‘Théoréme 7.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une bijection de classe 6. Pour tout a,b € J

#(b)
J' Feodx f/(v(z))-w’(r)dr

ota)

Si F est une primitive de f alors F o ¢ est une primitive de (f o ¢)- ¢".

Voici un moyen simple de s'en souvenir. En effet si Ton note x = p(t) alors par dérivation on obtient

2 = /(0) done dx = /(1) . Doi a substtution [ £(x) dx = [ F(p(6)) ¢(0)d.
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Exemple 10.
Calculons la primitive F = [ tant d.
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Exempie L1
2y

—x2. Alors du = ¢/(x) dx = =2x dx. Pourx = O on a

Soit le changement de variable u = ¢(x) =
3. Comme ¢'(x) =—2x, ¢ est une bijection de [0, ] sur

u=p(0)=1etpourx =3 onau=yp(})

[1,3]. Alors
" e W,
== , wh .

1 1P
- loarpt

Exemple 12,

Ty
Caleul de [, ko dx.

On effectue le changement de variable x = ¢(t) = sint et dx = cost dt. De plus t = arcsinx donc pour
x=0onat=arcsin(0) =0 et pour x = } ona t = arcsin(}) = %

Z. Comme ¢ est une bijection de [0, ]
sur[0,1],
Y2 dx (™ costdt  _ (™ costdt
o A=xP2 ), Q=sif0P2 ), (cos20)R
/6 1

af6 /6
cost 1

= de de=[mant

P e o
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Exemple 13.
Caleul de [ iy dx.

Soit le changement de variable x = tan t donc ¢ = arctanx et dx = 4 (la fonction tangente établit une
bijection de ]~ 5, +5[ sur B). Done

pe 1 4o 1 de
a+x2pP T2 cos?t
dt 1
= 2P l+an’t=
f (0?0 S aarlbunti= —

:fmsrdt:[smt] sint+ ¢ = sin(arctanx) + ¢
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5. Intégration des fractions rationnelles
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5.1. Trois situations de base

On souhaite d'abord intégrer les fractions rationnelles f(x) = mectf— avec a,B,a,b,c € R,a # 0 et
(@, B) #(0,0)-
Premier cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde deux racines réelles distinctes x;, x, € R.

Alors f (x) s'éerit aussi f (x) = gy et il existe des nombres A, € R tels que f (x)

On a done

J’](x)dx =Alnfx—x| +Blnjx—x;|+¢

sur chacun des intervalles ] — 00, x,[, Jxy, %[, ]z, +00[ (51 x; < x2).

Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? + bx +¢ posséde une racine double xo € R.
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axsp
Ee=nd

A
=

Alors f(x) et il existe des nombres A,B € R tels que f(x) - Onaalors

+Blnfx—xo| +¢

sur chacun des intervalles ] = 00, o[, Jxo, +00[.

Troisiéme cas. Le dénominateur ax+ bx + ¢ ne posséde pas de racine réelle. Voyons comment faire sur
un exemple.
Exemple 14.

57547 Dans un premier temps on fait apparaitre une fraction du type ¥ (que I'on sait intégrer

/(X),“"*‘l)%‘%‘” 1 _4x+1 3 1
T a¥x+1 4 2%4x+1 4 22+x+1
On peut intégrer la fraction 5L ¢
N 9
B N [ (€ N
2 4x+1 u(x

Occupons nous de lautre partie z='—, nous allons I'écrire sous la forme L+ (dont une primitive est
arctanu).
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1 1 1
2%4x+1  Ax+iP—i+1 20x+1P+3
8 1 8 1

7507 (B ) e

On pose le changement de variable u =

dx _ (s dx 8 du V7
224x+l 7(7‘;(“}))’”77 w2+l 4

2 4 1
% c(an(ﬁ(x+z))+c.

Hlat 1) (et donc du= %dx) pour trouver

arctanu+¢

Finalement :

f/(x)dx %ln(2x1+x+1)+%aﬂ(an





image33.png
5.2. Intégration des éléments simples

Soit 53 une fraction rationnelle, oi P(x), Q(x) sont des polynomes a coefficients réels. Alors la fraction

53 sécrit comme somme d'un polynéme E(x) € R[x] (la partie entiére) et d'éléments simples dune des

formes suivantes :
e ax+p

GxoF * @2+bx+of
oa,B,y,0,b,c€Retk €N\ {0}.

avec b*—4ac <0

1. On sait intégrer le polynome E(x).
2. Intégration de P'élément simple ﬁ
(@ Sik="1alors [ {-"7‘., =yln|x=xo| + ¢y (sur ]— 00, xg[ ou Jxo, +00[).

ré [emxgtd

() Sik>2alors [ iy

el =xo)™**" +¢ (sur ] = 00, xo[ ou Jxg, +00).
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3. Intégration de I'élément simple mf‘%% On écrit cette fraction sous la forme

ax+p  __ dax+b 1
@2+bxrcf  @+bxtof (@t bxrof

= [ 49 dx =InJu(x)| + ¢ = Inlax? + bx +cl +co.

(@ Sik= ol

, caleul de [ Ze5tb g,

®) Sik> 2, caleul de [ 25 dy = [ 28 dx = hqu() ™ 4 co = Fhp(ax® +bx+ ™ 4oy,

(c) Sik=1, calcul de [ t— dx. Par un changement de variable u = px +q on se raméne & calculer

une primitive du type [ ;% = arctanu + co.

(@ Sik > 2, caleul de [ iy dx. On effectue le changement de variable u = px +q pour se
ramener au calcul de Iy = | (u;'—‘"”, Une intégration par parties permet de passer de Ij & Ij_;.
Par exemple calculons I,. Partant de I = [ ;9% on pose f = L+ et g’ =1. La formule d'intégration

par parties [ fg'=[fg]— [ f'g donne (av":Z/‘ uw

Lo du 7[ u ]+ 2t du _

L IS R P Y @+1p
u du du u

- [l 2 @l e

1
H

u ] w@H1-1

di
21 @i

On en déduit I = 31; + } 2 + co. Mais comme I, = arctanu alors

J?

[ Lacanus
=) @2 2@l
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5.3. Intégration des fonctions trigonométriques

On peut aussi calculer les primitives de la forme [ P(cosx, sinx) dx ou de la forme [ %

P et Q sont des polynomes, en se ramenant & intégrer une fraction rationnelle.

dx quand

1l existe deux méthodes :

« les régles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours ;

+ le changement de variable ¢ = tan § fonctionne tout le temps mais conduit 4 davantage de calculs.
Les régles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(=x) = f(=x) d(=x) = —f (=x) dx et
w(n—x)=f(r—x)d(n—x)==f(r—x)dx.

+ Si w(=x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cosx.

+ Si w(m—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = sinx.

+ Si w7 +x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tan.x.

Exemple 15.
Calcul de la primitive [ 25542

On note w(x) = $2545. Comme w(7—x) = E=UEZ0) — (S — () alors le changement de

variable qui convient est u = sin x pour lequel du = cos.x dx. Ainsi :

cosx dx cosx dx du
—_— —_— [arctanu] = arctan(sinx) +c .

2=co?x ) 2=(1-six) ) T+u2
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Le changement de variable

an.
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1. Lintégrale de Riemann

Nous allons reprendre la construction faite dans introduction pour une fonction f quelconque. Ce qui va
remplacer les rectangles seront des fonctions en escalier. Si la limite des aires en-dessous égale a limite
des aires au-dessus on appelle cette limite commune l'intégrale de f que Ton note [ £ (x) dx. Cependant
il est pas toujours vrai que ces limites soient égales, lintégrale west donc définie que pour les fonctions
intégrables. Heureusement nous verrons que si la fonction f est continue alors elle est intégrable.

1.1. Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 1.

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R (—00 < a < b < +00). On appelle une subdivision de [a, b]
une suite finie, strictement croissante, de nombres # = (xo,Xy,..., ;) telle que xo = a et x, = b.
Autrement dit a = Xo < X; <-++ < X, = b.
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Exemple 16.
Calcul de Tintégrale [° /2 e
Le changement de variable ¢ = tan § définit une bij

pour x =0, t =0). De plus on a sinx = 12y et dx = 244

J’“ dx J’" bl ,2J'° da
- = =%| Tre—x
| Tmsinx e Tre—x

et

Mini-exercices.

1. Caleuler les primitives [ 2545 d, [ o8 dx, [ 25y d, [ oy dx.
2. Calculer les primitives Iy = | 255 pour tout k > 1. Idem avec Ji = [ 5o,

\ g
5. Caleter s gt suvanes [ ey, [1 i, 1 g, ) conie

. ! 5 G 5 g
4. Calculer les intégrales suivantes : [ sin” x cos’x dx, [ cos*x i, [§7 g
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1.2. Défi

ion
Passons 4 la définition compléte d'une équation différentielle et surtout d'une solution d'une équation différentielle.
Définition 1.
« Une équation différentielle dordre n est une équation de la forme
F(x,y.yy™) =0 ®
oit F est une fonction de (n +2) variables.

+ Une solution dune telle équation sur un intervalle I C R est une fonction
qui vérifie Iéquation (E).

— B qui est n fois dérivable et
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Exemple 3 (Equation 4 variables séparées).
Une équation différentielle G variables séparées est une équation du type :

Y=g@/f(y) ou  yf(y)=gx)
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Une telle équation se résout par calcul de primitives. Si G(x) est une primitive de g(x) alors G'(x) = g(x). Si
F(x) est une primitive de f(x) alors F'(x) = f (x), mais surtout, par dérivation dune composition, (F(y(x)))
Y'()F'(y(x)) = y'f (y). Ainsi I'équation différentielle y'f (y) = g(x) se rééerit (F(y(x)))' = G'(x) ce qui équivaut a
une égalité de fonetions : F(y(x)) = G(x)+c.

Voici un exemple concret :

On commence par séparer les variables x d'un cbté et y de Tautre : y'e” =  (en supposant x #0). On intégre des
deux cb
1
e =—l+c (ceR)

e qui permet drbenis y (en supposant —3 4 0)
1
y(x)::..(”“)

quiest une soluion surchague intervale 1 i elleest défine e dévabl, Cet ntervalle dépend dela consaante ¢ : i
c<0,1=]40[;sic=0,1=]—00,0[;sic>0,1 oo,
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1.3. Equation différentielle linéaire

On ne sait pas résoudre toutes les équations différentielles. On se concentre dans ce chapitre sur deux types d'équations
les équations différentielles lindaires du premier ordre et celles du second ordre & coefficients constants.
« Une équation différentielle dordre n est linaire si elle est de la forme

apx)y +a(x)y + -+ a,(x)y® = g(x)
ol les a, et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle I C R.

Le terme linéaire signifie grosso modo qu'il 'y a pas dexposant pour les termes y, y', ",

« Une équation différentielle lindaire est homogéne, ou sans second membre, ila fonction g ci-dessus est la fonction
nulle :

ag(X)y +@y(x)y + - +a,(x)y ™ =0
+ Une équation différentiell linéaire est & cocfficients constants s les fonetions a; cidessus sont constantes
oy +ary 4+ any = g(x)
oit les a, sont des constantes réelles et g une fonction continue.
Exemple 4.
1. y'+5xy =e* est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.
2.y +5xy =0 est léquation différentielle homogéne associée a la précédente.

3. 2y =3’ + 5y =0 est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants, sans second
membre.

4. y?—y=xouy”-y'—y =0nesont pas des équations différentielles linéaires.
Proposition 1 (Principe de linéarité)..
Si ys et y; sont solutions de léquation différentielle linéaire homogéne
ao(x)y +a()y" + -+ +a,(x)y® =0 ()
alors, quels que soient 2,11 € R, Ay, + 1y, est aussi solution de cette équation.
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2. Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 2.
Une équation différentille linéaire du premier ordre est une équation du type :
¥ =a(x)y +b(x)

oita et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert | de R.
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21.y =ay

Théoréme 1.
Soit a un réel. Soit Iéquation différentille

Les solutions de (E), sur R, sont ls fonctions y définies par

oit k & R est une constante quelconque.

y(x

T
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22.y =a(x)y
Le théoréme suivant affirme que, lorsque a est une fonction, résoudre Iéquation différentielle y’ = a(x)y revient &
déterminer une primitive A de a (ce qui west pas toujours possible explicitement).
Théoréme 2.
Soit @ : 1 — R une fonction continue. Soit A+ I — R une primitive de a. Soit I'équation différentielle :
¥/ =alx)y ®
Les solutions sur I de (E) sont les fonctions y définies par :

()= k)
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23.y' =a(x)y + b(x)
1l nous reste le cas général de Iiquation différentielle linéaire d'ordre 1 avee second membre :
¥ =a(x)y +b(x) ®
oita:I—Ret b:I - R sont des fonctions continues.
Léquation homogéne associée est :
¥ =axy (&)
Tin'y a pas de nouvelle formule & apprendre pour ce cas. Il sufft 'appliquer le principe de superposition: les solutions
de (E) slobtiennent en ajoutant i une solution particuliére de () ls solutions de (Eo). Ce qui donne :
Proposition 3.
Si yo est une solution de (E), alorsles solutions de (E) sont es fonctions y : I — R définies par
Y= yolx)+ke™  aveckeR

oit x = Alx) est une primitive de x — a(x).
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Définition 2.
Une fonction f : [a, b] - R est une fonction en escalier sl existe une subdivision (Xg, Xy,.., X,) et des
nombres réels ;... ¢, tels que pour tout i € {1,....,n} on ait

Vx €l il f(x

3

\utrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision.
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La recherche de la solution générale de (E) se réduit done  la recherche d'une solution particuliére. Parfois ceci
se fait en remarquant une solution évidente. Par exemple, I'équation différentielle y' = 2xy + 4x a pour solution
particuliére y,(x) = —2; donc lensemble des solutions de cette équation sont les y(x) = —2+ke*', ot k €R.

Recherche d'une solution particuliére : méthode de variation de la constante.
Le nom de cette méthode est paradoxal mais justifié! Cest une méthode générale pour trouver une solution particuliére
en se ramenant 3 un calcul de primitive
La solution générale de (E;) y' = a(x)y est donnée par y(x) = ke**), avec k € R une constante. La méthode de
la variation de la constante consiste & chercher une solution particuliére sous la forme yo(x) = k(x)e%"), of k est
maintenant une fonction & déterminer pour que Yo soit une solution de (E) y' = a(x)y + b(x).
Puisque A' =a,0na

Y4(x) = alx)k(x)e) + K (x)e%) = alx)yo(x) + K/ (x)eH)
Ainsi

Yalx)—alxyox) = K (x)e)
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Done y, est une solution de (E) si et seulement si
KA = b(x) e=> K(x) = b(x)e™) e=> k(x)= J’ blx)e .

Ce qui donne une solution particuliére yo(x) = ([ b(x)e™*dx)e**) de (E) sur I. La solution générale de (E) est
donnée par

Y@ = yo(x) +k, keR.
Exemple 7.
Soit I'équation y’ + y = e* + 1. Liéquation homogene est y’
Cherchons une solution particuliére avec la méthode de variation de la constante : on note yo(x)
trouver k(x) afin que y, vérifie Péquation différentielle y' + y = ¢* + 1.

~y dont les solutions sont les y(x) = ke™*, k € R.
(x)e™. On doit

Yotyo=et 41
(K ()™ —k(x)e™) + k(x)e™ == +1
Koe™ =e*+1

[R R

O fixe ¢ =0 (nimporte quelle valeur convient)
YR =k = (%EZ- u’)f Ten

Nous tenons notre solution particuliére! Les solutions générales de Iéquation y' + y = ¢* +1 sobtiennent en
additionnant cette solution particulidre aux solutions de Iquation homogen

y(x)=%f+l+kz", keR
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Equation différentielle homogéne

Définition 1.6.1 On appelle équation différentielle homogéne les équations différentielles du
1 ordre du type : ' = f(%) ol f est continues sur I

«Exemple 1.6
 — £ # h(x)g(y) w'est pas une équation différentielle & variables séparables.

= I o0 =

11 S'agit done d"une équation différentielle homogéne.
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Méthode de résolution

On considere I'équation différentielle y' = £(%). on pose u(x)
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Si y est solution de I"équation, alors :

v (22)

y(x)

Y8 pisque y solution

1
=3 x ) —u@]
On note g(r) = f(r) — . On a donc que
gu(x)) = f(u(x)) —u(x)
et done que
u =8
Cette dernire peut s*écrire :
' = f(x)g(u)

() — u, qui est donc une équation différentielle a variables séparables. On

trouve ainsi u, puis y avec la relation u(x) = 2.
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Equation de Bernoulli
Définition 1.9.1 Une équation de 1 ordre est dite de Bernoulli i elle a la forme :

V() +2@)y(x) +h(x)y*(x) =O0oh a # 1

Remarquons qu'ici, il ne s"agit pas de () qui est la dérivée @ — ieme de y mais bien (y(x))®.
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Méthode de résolution
On pose z(x) = y'~(x). d"oir Z(x) = (1 — @)y’ (x)y~* ().
En divisant I'équation de Berou on obtient :

Y(x)

+8(0)y' () +h(x]

)
Donc, on obtient une équation différentielle en 2 :

2

+8(x)2(x) +h(x

qui une équation linéaire de 17 ordre non homogéne. On la résout par la méthode de la variation de
la constante.
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nExemple 1.10 Y/ + 2 + (1+x)y* = 0. On pose

+(1+x) (x) + (142

EOR

Cette équation de 1 ordre linéaire non homogene admet la solution générale suivante :

e(14x) =3(1+x)
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iy ou encore

1 1

Y= V@ ~ Ve st

Comme 2(x) = k5. ona y(x)
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3. Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants

3.1. Définition

Une équation différentielle linéaire du second ordre, 4 coefficients constants, est une équation de la forme
ay” +by +cy =g(x) &)

oita,b,c €R, a0 et g est une fonction continue sur un intervalle ouvert I.
Léquation

ay”+by' +cy=
est appelée Péquation homogéne associée 4 (E).
La structure des solutions de Iéquation est trés simple :

(Eo)

Théoreme 4.
Lensemble des solutions de Iéquation homogéne (Eq) est un R-espace vectoriel de dimension 2.

Nous admettons ce résultat.
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Définition 3.
Pour une fonction en escalier comme ci-dessus, son intégrale est le réel [ f(x) dx défini par

0 -
J' Fa)dx =) eln=
. =
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3.2. Equation homogéne
On cherche une solution de (Ey) sous la forme y(x) = e’ ol r € C est une constante 4 déterminer. On
trouve
ay” +by’ +cy=0
> (ar?+br+c)e™

=  ar’+br+c=0.

Définition 3.
Léquation ar? + br +c =0 est appelde Iquation caractéristique associde & (E).

Soit A

? — 4ac, le discriminant de 'équation caractéristique associée a (Eo).
Théoréme 5.

1. $i A> 0, Péquation caractéristique posséde deu racines réelles distinctes ry # r et les solutions de (Eq)
sont les

Y(x) =2 + pe™  ouA,uER.

2. Si A =0, équation caractéristique posséde une racine double ro et les solutions de (Eg) sont les

Y =(A+px)e™ oiAper.

3. Si A <0, Iéquation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées ry = a+iP, rp = a
et les solutions de (Eg) sont les

‘ y(x) = e (Acos(Bx) + usin(Bx)) ot A,uER.
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Exemple 12.

1. Résoudre sur R Péquation y” —y’—2y = 0.
Léquation caractéristique est r% —r —2 = 0, qui s'écrit aussi (r + 1)(r —2) = 0 (A > 0). Doil, pour tout
x €R, y(x) = Ae~ + e, avec A,y € R.

2. Résoudre sur R Péquation y” 4y’ +4y =0.
Léquation caractéristique est r* — 4r + 4 = 0, soit (r —2)> = 0 (A = 0). D'odl, pour tout x € R,
V()= (Ax +p)e, avee A,p € R.

3. Résoudre sur R léquation y =2y’ +5y =0.

Léquation caractéristique est r>—2r +5 = 0. Elle admet deux solutions complexes conjugudes : r;
etry=1-2i(A <0). Dlod, pour tout x € R, y(x) = e*(Acos(2x) + sin(2x)), avec 4, u €R.

1421

Démonstration. La preuve consiste & trouver deux solutions linéairement indépendantes, ce qui permet

daffirmer qu'elles forment une base d'aprés le théoreme 4 (que P'on a admis).

1. Si A> 0, alors Péquation caractéristique a deux racines réelles distinctes ry, ;. On obtient ainsi deux
solutions y, = "%, y, = ¢ qui sont linéairement indépendantes car ry # r,. Comme lespace des
solutions un espace vectoriel de dimension 2 (par le théoréme 4), alors une base de Tespace des solutions
de (Eg) est {en¥, 5%},
La solution générale de (Ep) s'écrit y(x) = Ae"* + ie™*, o 2, € R.

2. Si A =0, alors Péquation caractéristique a une racine réelle double ro. On obtient ainsi une solution
1= €™, On vérifie que , = xe"* est aussi une solution : ay}/+ by} +cy, = (2ary +ardx)e™ + (b+
brox)e™* +cxe = (2aro+ b)e™* = 0 car 2aro +b = P/(ro) =0, o P(r) = ar? + br +c. Ces deux
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solutions sont linéairement indépendantes. Une base de lespace des solutions est {e"*, xe™s* }, et la
solution générale de (E,) Sécrit y(x) = (A +px)e™™, ol 4, € .

3. §i A <0, alors Iéquation caractéristique a deux racines complexes conjuguées r, = a +if,r, = a—ip.
On obtient deux solutions complexes ¥, = e(**1F)x = gax¢ifx y, = ela=if)x = oax=iPx_Comme les
parties réelles et imaginaires sont des solutions réelles, on obtient deux solutions réelles y, = e cos(fx),
2= ¢*sin(px), qui sont linéairement indépendantes. Alors, une base e lespace des solutions est
{e® cos(Bx), e sin(Bx)}. La solution générale de (Eg) s'écrit y(x) = ™ (A cos(fx) + psin(px)), olt
Aper

o

3.3. Equation avec second membre
Nous passons au cas général d’une équation différentielle linéaire d'ordre 2, a coefficients constants, mais
avec un second membre g qui est une fonction continue sur un intervalle ouvert I C R :
ay” +by’' +cy =g(x) (B
Pour ce type d’équation, nous admettons le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui s'énonce ainsi :
‘Théoréme 6 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz).

Pour chaque xo € I et chaque couple (Yo, 1) € K%, léquation (E) admet une unique solution y sur I
satisfaisant aux conditions initiales :

Yx)=yo et Y(xo)=x.





image60.png
Dans la pratique, pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre (avec ou sans
conditions initiales), on cherche d'abord une solution de I'équation homogéne, puis une solution particuliére
de Péquation avec second membre et on applique le principe de superposition :

Proposition 4.

Les solutions générales de Iéquation (E) s'obtiennent en ajoutant les solutions générales de Iéquation

‘homogéne (Ey) & une solution particulidre de (E).

Il reste donc & déterminer une solution particuliére.

3.4. Recherche d’une solution particuliére

On donne deux cas particuliers importants et une méthode générale.

Second membre du type ¢*P(x).
Si g(x) = e**P(x), avec a € R et P € R[X], alors on cherche une solution particuliére sous la forme

Yo(x) =€™x™Q(x), 0 Q est un polynome de méme degré que P avec :
« Yo(x)=¢™Q(x) (m =0), si a west pas une racine de Méquation caractéristique,
« Yo(x)=xe™Q(x) (m=1), si a est une racine simple de I'équation caractéristique,

+ yo(x) = x%e™Q(x) (m = 2), si a est une racine double de I‘équation caractéristique.
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Second membre du type e%*(P; (x) cos(Bx) + P,(x)sin(Bx)).
Si g(x) = e®(Py(x)cos(Bx) + Po(x)sin(Bx)), ot a,p € R et P;,P, € R[X], on cherche une solution
particuliére sous la forme :
 yo(x) = e™(Qu(x) cos(Bx) +Qa(x)sin(px)), si a-+if nest pas une racine de Iéquation caractéristique,
 o(x) = xe™(Q;(x) cos(Bx) +Q,(x)sin(Bx)), si a+ip est une racine de 'équation caractéristique.
Dans les deux cas, Q; et Q, sont deux polynomes de degré n = max{deg Py, degP,).
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Exemple 13.
Résoudre les équations différentielles :
(Eg) y"=5y'+6y =0 (E)y" =5y’ +6y=4xe* (E)y" =5y +6y =4xe?™
‘Trouver la solution de (E,) vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0.
1. Equation (Eo). Léquation caractéristique est r2—Sr+6 = (r—2)(r—3) = 0, avec deux racines distinctes
1 =2,r, =3. Donc l'ensemble des solutions de (Eo) est {Ae? + pe®* | A, u € R}.
2. Equation (E,).
(@) On cherche une solution particulire 4 (E,) sous la forme yo(x) = (ax + b)e*. Lorsque Ton injecte
Yo dans Péquation (E,), on obtient :
(ax+2a+b)e* —5(ax +a+b)e* +6(ax +b)e* = 4xe*
< (a—Sa+6a)x+2a+b=5(a+b)+6b=4x
< 20=4 et =3a+2b=0
— a=2eb=3
Donc yo(x) = (2x +3)e.
(b) Lensemble des solutions de (E;) est {(2x + 3)e* + 2> + pe3 | A, u € R}.

(©) Ona y(x)=(2x +3)e* + A + e®. On cherche , i tels que y(0) = 1,(0) = 0. C'est-a-dire que

34 A+p=1,5+21+3u=0. Donc A = =1, = =1, Cest-a-dire que y(x) = (2x +3)e*

3. Equation (E,). Comme 2 est une racine de équation caractéristique, on cherche une solution particuliére
sous la forme yo(x) = x(ax + b)e2*. On obtient yo(x) = x(=2x = 4)e>*.

e e,
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1.2. Fonction integrable

Rappelons quune fonction f : [a,b] — R est bornée il existe M > 0 tel que :
Vxelab] —M<f)<M.

Rappelons aussi que si F'on a deux fonctions f, g : [, b] - R, alors on note

f<g = Vxelab] f)<e).

On suppose & présent que f : [, b] — R est une fonction bornée quelconque. On définit deux nombres
réels :

b
I(f)=sup {J’ $(x)dx | ¢ en escalier et ¢ g/}

b
') inf{J' $(x) dx | ¢ en escalier et ¢ ;/}
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y=f&)

wh

Pour I=(f) on prend toutes les fonctions en escalier (avec toutes les subdivisions possibles) qui restent
inférieures a f. On prend Paire la plus grande parmi toutes ces fonctions en escalier, comme on n'est pas sir
que ce maximum existe on prend la borne supérieure. Pour I*(f) Cest le méme principe mais les fonctions
en escalier sont supérieures a f et on cherche Paire la plus petite possible.

Il est intuitif que Fona :

Proposition 1.
(<)
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Exemple 1.

« Les fonctions en escalier sont intégrables ! En effetsi f est une fonction en escalier alors la borne inférieure

I7(£) et supérieure I*(f) sont atteintes avec la fonction ¢ = f. Bien sir lintégrale [ f (x) dx coincide
avec lintégrale de la fonction en escalier définie lors du paragraphe 1.1.

« Nous verrons dans la section suivante que les fonctions continues et les fonctions monotones sont
intégrables.

« Cependant toutes les fonctions ne sont pas intégrables. La fonction f : [0,1] — R définie par f(x) =1
si x est rationnel et f(x) = 0 sinon, 'est pas intégrable sur [0, 1]. Convainquez-vous que si ¢ est une
fonction en escalier avec ¢ < f alors ¢ < 0 et que si ¢ > f alors ¢ > 1. On en déduit que I(f) =0 et
I*(f) = 1. Les bornes inférieure et supérieure ne coincident pas, donc f west pas intégrable.

y

1l west pas si facile de calculer des exemples avec la définition. Nous avons vu exemple de la fonction
exponentielle dans introduction ol nous avions en fait montré que [ ¢* dx = e — 1. Nous allons voir
maintenant Pexemple de la fonction f (x) = x°. Plus tard nous verrons que les primitives permettent de
calculer simplement beaucoup d’intégrales.




