[image: image1.jpg]V. PRODUIT SCALAIRE
V.1. Définition

- -

: - =
Le produit scalaire de deux vecteurs U etV , noté UV, est le scalaire défini par :

- -

UV =

s

U

L

v

-cosf (L6)
oll O est I'angle (6,\7] ’
Le produit scalaire est donc positif pour 0 aigu, négatif pour 6 obtus.

V.2. Forme géométrique

- o
Par définition du produit scalaire U-V :

=3

U

e

V]

5

cos6=|U

Uv= Vi

Vy

Figure 1.18

Vyestla projection-algébrique de V sur U (figure .18)

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit du module de l'un par la mesure
algébrique de la projection de l'autre sur sa droite support.

V.3. Forme analytique

- -
En posant U,(,Uy,UZ et V,(,Vy,VZ les composantes respectives de U etV dans la

-
- o o X .
base orthonorméc( 8 kj > ¥ produit scalaire de ces deux vecteurs est le scalaire défini par

la relation :
v 6-V:(UX i+U, j+UZEMvX i+v, j+Vsz
U-V = U,V,+U,V, +U,V, L7)
e e
car: i-i=j-j=k k=1
e e
i-j=j-k=k-i=0
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[image: image2.jpg]V.4. Propriétés
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e Commutativité : U-V=V.U;
> — o5 —

e Distributivité par rapport a 'addition : (6+V] W=UW+V-W;
® Linéarité : ( j (BV) (aﬁ)( j (o et B étant des scalaires).
V.5. Condition d’orthogonalité de deux vecteurs
GLV = cos(ﬁ,\?): 0= G\_}:O
(18)
ULV & UV, +U,V,+U,V,=0
V.6. Applications du produit scalaire en géométrie
o Détermination du cosinus de I'angle entre deux vecteurs U(UX ,Uy,UZ) et

V(V,,.V,).

Par application du produit scalaire :

A UV, +U,V, +U,V,
cos| U,V |= (L.9)
ol \/U +U2+U2 \/V2+V2+V2
* Relation métrique dans un triangle quelconque (figure 1.19)
_ — — A
Nous avons BC=BA+AC ‘
d'ou a b
*—»2 *)2 —‘)2 —_— —
BC = BA +AC +2BA-AC
—)2 *»2 B
=BA +AC -2AB-AC ¢ C
Figure 1.19
Soit
¢”=a’+b*—2ab-cosd (1.10)

Remarque : dans le cas d’un triangle rectangle en A, on retrouve le théoréme de Pythagore :

¥

c?=a’+b’.
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[image: image3.jpg]VI. PRODUIT VECTORIEL

VI.1. Définition

— - — — 5 o

Le produit vectoriel de deux vecteurs U et V, est un vecteur W , noté W=UAV :

e de direction telle que: WLlU etWL \7

.
(W est perpendiculaire au plan contenant les

S €
vecteurs U et V) ( figure 1.20).
o de sens tel que le triédre [G,G,W] soit direct.
e de module : SIEHS
)W‘:G.i}sin(ﬁﬁ]. : L)

W| mesure l'aire du parallélogramme OABC construit sur les représentants OA et OB des

]—). —_ —

- —
vecteurs U et V. En effet, H étant la projection de A sur OB, on a

AH = 0A sin(ﬁ,§)= U .sm(ﬁ,ﬂ (L12)
et l'aire du parallélogramme devient
OBxAH:’G V|sin (G',\%/J:"\{/’ (1.13)
Remarque :
TAj=k:jak=i;kni=]
TAT=jAj= knk=0

VIL.2. Forme analytique

: - -
En posant U,,U,,U et V,,V,,V,les composantes respectives de U et Vdans la
- > >

base orthonormée(i , Js k], le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini

par la relation:
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W=UAV=[U, U, UZ=(UyVZ—UZVy)i+(UZVX—UXVZ)j+(UxVy—Uny)k (1.14)
V, V, V, W, W, W,

Pour obtenir les composantes du produit vectoriel on effectue la différence classique des
"produits en croix" des composantes pour W, et on en déduit W, et W, successivement en

effectuant une permutation circulaire sur les indices : X >y —>z—>X.

VI1.3. Propriétés

- - o

=
e Non commutativité : UAV=-VAU;

—_ oS — 5 —

e Distributivité par rapport a I'addition ( G + \_}J AW=UAW+VAW;
e Linéarité : (a UJ A (B Vj=(aB) -(U A Vj (ovet B étant des scalaires). -

VI.4. Condition pour que deux vecteurs soient paralléles

VIV = Gﬁsm(ﬁ,ﬂ:o (L15)
soit °
UAV=0 (116)

VLS. Applications du produit vectoriel en géométrie

ABAAD|;

- Sachant que I’aire du parallélogramme (ABCD) est donnée par

]

I’aire du triangle (ABC) est par conséquent égale a % ATB) ANAD

- Equation cartésienne d'une droite (D) passant par deux points A et B d'un plan xOy : -

Siun point M € (D) alors AM A AB=0.

VI.6. Applicétions du produit vectoriel en physique

—>
- Par définition, le moment d'un vecteur AB par rapport a un point O (figure 1.21)

est:
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[image: image5.jpg]M 7510, = OAA AB (L17)

Son module est

‘M{AB 10)|= ‘ ‘ ‘AB Sin(O—A),ES’)

‘OA sm(OA AB) ‘

: —om

Figure 1.21
. Soit
IM(AB/O) =OHolAB (1.18)
VL.7. Orientation de I'espace
"Régles des trois doigts" de la main droite ( figure 1.22)
- o> >
On associe les vecteurs de base( 15 j,k] aux axes N
( iajs k) =3
d'un triedre rectangle formé par les trois doigts de la :

F ¥ - 4 3 i
main droite. Pour former un triédre direct, on oriente

£l
g — /1 i’
- 1 dans la direction du pouce. '
=

- j dans la direction de l'index.

2y

direct

- kdans la direction du majeur.

Figure 1.22

VII. LE PRODUIT MIXTE DE TROIS VECTEURS
VIL1. Définition

- >

Soit trois vecteurs A, B et C le produit mixte de ces trois vecteurs est le scalaire :

a=A-(BAC)

C’est le produit scalaire de 'un des vecteurs par le produit vectoriel des deux autres. L’ordre
des vecteurs est important.

Enposant Ax,Ay,A;; Bx,By.B, et C,Cy, C, les composantes respectives de

- o o
A B et C dans la base orthonormee[

1504 k] le produit mixte de ces trois vecteurs est le
scalaire défini par la relation:
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a=A(BAC) =(A,i+A,j +A,k)B, B, B, )
¢ G C, (L19)
By BZ A Bz Bx A BX By
= + +
S G e, € U6 €

Interprétation géométrique :
Considérons le vecteur V= (BAC) dont le
module est égal 4 la surface du parallélogramme

R -
construit sur les représentants de Bet C.

=5

Remarquons que K~V:OH~ V| ot OH est la

- -
projection deA sur le support de V. En
conséquence, la valeur absolue du produit

- o o
mixte a = A.(BAC) mesure le volume du

) Figure 1.23
parallélépipéde ( figure 1.23).

VI.2. Propriété

Une permutation circulaire des vecteurs ne modifie pas la valeur du produit mixte :

a=A.(BAC)=C.(AAB)=B.(CAA) 1.20)

VII.3. Application du produit mixte en
physique

5
Le moment d’une force F, appliquée au point M de

I’espace, par rapport a un axe ( Oz)muni du vecteur

unitaire k (figure 1.24) est donné par la relation:

Figure 1.24

E’i(?@z) = E-(OMA EJ
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