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Exercicel (4 pts)

Soit F un ensemble non vide et f une application de E dans E. Démontrer que f est

bijective si et seulement si, pour toute partie A de E, f(A4) = f(A).

Exercice2 (5 pts)
Soit f: R — R définie par f(z) = (—1%?2")
1. f est-elle injective ? Surjective?
2. Montrer que f (R) = [-1, 1].

3. Montrer que la restriction g : [-1, 1] — .[~1, 1] telle que g(z) = f(z) est une bijec-
tion.

Exercice3 (6 pts)Sur l'ensemble R des nombres réels, on définit la loi de composition interne,
notée & de la maniére suivante:

adb = 5t i (a,b) # (0,0)

a2+b2

vV (a,b) € R { abb=03s1 (4,0 ={0,0

1. Cette loi est-elle commutative 7 associative 7
2. Posséde-t’elle un élément neutre 7
3. Un nombre réel est-il symétrisable pour cette loi ?
4. (R, ), est-il un groupe ?
Exerciced (5 pts)
1. Déterminer le pged des polynémes suivants
X4+ X3 -3X%—4X -1,
X3+ X?-X -1

2. Que peut-on déduire 7
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Exercicel (3pts)

1. Démontrons: f bijective = VA € P(E), f (Z) = f(A)

a) Démontrons f (Z) C f(A) : Soit y € f (Z) alors, Je € A telgue 3 = fin)
Supposons que y € f (4),alors Jzr € A y = f (ztfdone fiz) = M) = o= glicar
f injective) absurde car # € A et 2/ € A. D'ouy ¢ f(A) et y € f(A)......(0, T5pts)

b) Démontrons que: f(A) C f(A):C-ad, Vye f(A)ona y¢ f(A)?

Comme f est surjective, Jr € E tel que y :_f (z). Supposons que
ye f(Aalors, y¢ f(A)=>rd A=>zeA=>y=f(r)e f(A). ona

donc démontrer: f bijective = VA € P(E), f(A) = f (A).....(0, 75pts)

2. Démontrons: VA € P (E), f (4) = f(A) = f bijective.
1. a)Pour A=¢, [f(9)=7F(9) = f(E)=2¢= f(E)=E d’ou la surjection de
Fooi {0, 70085) '
b) Soient a et b deux éléments de E tels que a # b pour A = {a}ona, beA=
fo)ye fA)=fO)ef(A)=Ff0)¢f(A=[f0)#[(a)
on a donc démentre = # b = f(a) # f(b) f est donc injective et fest bijective
d’ou I’équivalence....(0, 75pts)

Exerccie 2 (5pts)

1 a) f n'est pas injective car 2 # 1/2 mais f(2) = 4 = f(1/2)... (1, 75pts)
b) f n’est pas surjective car y = 2 n'a pas d’antécédent : En effet
Péquation f(z) = 2 devient 22 = 2(1+ z?) soit > —zr+1 = 0, qui n’a pas de solutions
réelles car A < 0...(1, 75pts)
e

2. L’équation f(x) = y est équivalent & I'équation yz? — 2z +y = 0. Cette équation a des
solutions r si et seulement si A = 4 — 442 > 0 donc il y a des solutions si et seulement
siy € [—1,1]. Alors, f(R) est exactement [—1,1]... (0, 75pts).

3 Soit y € [~1,1] alors les solutions = possibles de I’équation g(z) = y sont z = -

[S)

14/ 1—y?
,en effet © = - —

= Vyl_yz . La seule solution z € [—1,1] est = = - yl_y :
1+\/y§ € [~1,1]. Donc pour g : [-1,1] — [—1,1] nous avons trouvé un inverse
h:|—1,1

[

=

] = [~1,1] défini par A(y) = L E - Dione g est une bijection(0, 75pts).
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Exercice3 (6pts)

i

a) Commutativité. Soit a et b dans R, alors

alb= ;’zizz = ’{;1—;3 = ba, pour (a.b) # (0,0)
et . (1,]3t)
050 = 0. donc ba = bda pour (a,b) = (0,0) s

La loi est commutative.

Associativité. Pour —1 et 1 dans R, on a:
—10l =5t =0et 1$1 =1 =1
donc,
(—1)0(101) = (~1)01 =0 et (—1)01)01 =001 = 1
d’ot
(=D)ON)CL # (=1)O(1OD).

La loi n’est pas associative..... (1, 25pts)

. Elément neutre. Pour a = 0,

S l=06a —0=a.
Maintenant, Pour a # 0,

a0 = Z;—jﬁg —lu 00w oL 25pts_)

D’ot le 0 est le neutre de la loi <.

Symeétrique. Soit b le symétrique de a, alors

-~ '-,

aOb= 928 — 0= ® + 1P = 0= b= —a. ... (O5pts) 7, L3 7")

a2+b2 2 S

Tout nombre réel a posséde un symétrique pour la loi ¢, qui est son opposé —a.

Groupe. (R, ) n'est pas un groupe car la loi & n’est pas associative. Cest la seule
propriété qui lui manque pour en faire une loi de groupe abélien...... (O=7dpts)

a0




Exercice4 (6pts)

1. Pour calculer le pged de deux polynomes on utilise l'algorithme d’Euclid Fonte = Byl Hu
Bi=A R =8

avec

A=X*4+X?-3X2-1
B=X34+X?-X-1

Alors, pour n =1 on a

BBl | - —sx- 1] .. (1pt)
Ra#0 o7
Pourn =2 on'a
3 32 -2 1 1 3 3
X+ X?—X—-1=(-2X?-3X—-1) x = ikl e (1pt)
N —— —
R3#0
Pourn=3, ona
3 3 8 4
S p G e e e e o T PO g 1pt
(ax-1)x (-3x-3) + [y ) - mo

Alors, le pged de A et B est le dernier reste non nul, C.a.d

3 3 3
ngd(A’B):_ZX_Z :—Z(X_’_l) ..... (1pt)

2. On deduit que A et B ne sont pas premiers entre eux..... (1pt)



