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Exercicel (  pts)

Soii E ua ensemble non vide et / une application de E dans .8. Démontrer que / est
bijective si et seulement si, pouï toute partie A de E, f (A) : fT{

Exercice2 (S pts)

Soit / : lR --+ IR défurie par /(r) : 
Tr#I

1. / est-eile injective ? Srujective?

2. Montrer que "f (R) : [-1, 1] .

3. Montrer que larestriction g: [-1, 1] *.[*1, 1] telle que g(r): /(r) est une bijec-
tion.

Exercice$ (6 pts)Sur I'ensemble lR des nornbres rêels, on définit la loi de composition interne,
notée Ç de la manière suivante:

p2. !  aÔb: f f i  s i  (a, b) # (0,0)
- -  '  

I  oQb :0s i  ( a ,b )  :  ( 0 ,0 )

1. Cette loi est-elle commutative ? associative ?
2. Possède.t'elle un êlément neutre ?

3. Un nombre rêel est-il symétrisable pour cette loi ?
4. (R,$), est-il un groupe ?

Exercice4 (5 pts)

L. Déterminer le pgcd des polynômes suivants

X4+X3*3x2 -4x *1 ,
Xs+X2-X -1

2. Que peut-on déduire ?
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Exercicel (3pts)

1. Démontrons: ./  bi jective +VA € P (E) I (A) : f  (A\

a )  Démon t rons  f  (A )  c  f  (A ) ,  So i t  u  €  f  (A ) ,  a lo rs ,  S r  eA  te lque  v : . f  ( : r , ) .
Supposons que y € J ê),alorslnt e A g: T (rr) donc .f ("):- lkr) + r: t(car

/ i n jec t i ve )  absu rdeca l r€Ae I r t  e  -4 .  D 'où  U  # f  @)e t t1  €  t@) .  . .Q , f l p ! . : )

b )  Démon t ro r l sque :  
- JT \ c  

f  (A ) :C -à -c l ,Vye f  (A )ona  l J# f  @)?

Comme / est surjective,)r e E tel que y - .f (").Supposons que
yç f  ( { a l o r s ,  yç f  @)+ îeA+reÂ+u : f  @)e  T (Z ) . ona
donc dénrontrer: ./ bijective +VA € P (E) , .f (A) : .f (A).....(0,75pts)

2 .  Démon t rons :VA€P(E) ,  f  @) : f  @)  + . f  b i j ec t i ve .

1.  a )  Pour  A :ô ,  f  (6 ) :11 .d=  f  @) :ô+  f  (E ) :  Ed 'où Iasur jec t ionde

r (o,rrrtù
b)  So ien t  ae tb  der . rxé lé rnents4eE te lsque o  lbpou A:  {o } ,o l1  a l  be  A+

f  (b)e t@)- f  ( t )e iTA-+/(1, )  çTU)+/(6)  l f  @)
on a {onc dér:rcnti.- " 

,"1 b =+ f (") + .f (b) f est donc injective et "f-est bijective
cl'où I'équivalence.... (0, 75pts)

Exerccie 2 (spts)

1 
") /  n'est pas injective car2f 1f2mais f Q):4: fOP) g!:fptt)

b) / n'est pas surjective car !) :2 n'a pas d'antécédent : En effet
l 'équat ion . f  ( " ) :2  dev ient  2r :2(7*12)  so i t  12 -  r *  1  :0 ,  qu i  n 'a  pas de so lut ions

réelles car A < 0...ç,75119

2. L'êqtation /(z) - y est équivalent à l'équation grz - 2r t y: 0. Cette équation a des
solutions r': si et seulernent si A: 4-4U2 > 0 donc il y ades solutions si et seulement
si y € [-1,1]. Alors, /(R) est exactement [-1,1]..  ( lJqprt) .

B Soi t  A €[ - I j ]  a lors lessolut ionsz poss ib]esdel 'équat iong(z)  :9  sont  , :LJ] -E ou

l * r f r l . o '  r  r  - r  ! : -  -  -  r  r  r t  ^ ^ r  - -  I - r f r u '  . î  )  - l +1 f , - ç  -:t: --'T-. La seule solution r e l-I,1] est r : 
l-"---=-, 

en ettet x: -------- :
=+ € [-1,1]. Donc pour g : [-1, 1] --- [-1,1] nous avons trouvé trn inverse

I+\// 1 - E2

h : l-1,1] --- [-1, l] défini par h,(y) : dÏL. Douc .q est une bijection(0, 75pts).
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Exercice3 (6pts)

1. a) Commutativité. Soit u, et b dans IR, alors

n . ô h -  " : + ? :  :  Ê * ' X :  b S n ,  p o u r  ( a , ô )  I  ( 0 , 0 )' û . ' , /  -  
a 2 + b 2  

-  
b 2 + a '  

e t  . . . ( I , p t )

0ô0 :  0 ,  donc  bÇa:  b$o pour  (a ,b )  :  (0 ,0 ) .  
æ

La loi est comrnutative.

b) Associativité. Pour -1 et 1 dans JR, on a:

-101 : -#:0er101 : f f i : t

donc,
( -1 )O(1O1)  :  ( -1 )01  :0  e t  ( ( -1 )01)01  :0O1 :  1

d'où
( ( -1)01)01 I  ( -1)o(1ôi ) .

La loi n'est pas associative..... (1,25pts)

2. Elément neutre. Pour o,:0,

, oOO 
:  00a  : 0 :  a .

Maintenant, Pour a+0,

aOO : $+3 : a : gça. ..... (t,zSrtts)

D'ori le 0 est le neutre de la loi $.

3. Symétrique. Soit b le symétrique de a, alors

aÇb:  H:0 + a3 *b3:0 =+ b :  - (1 . . . . . . ( t rP- .Fpts)  4  r l  i - , r? .  t : ; '
.#

Tout nornbre réel a, possède un symétrique pour la loi $, qui est son opposé -4.

4. Groupe. (R, O) n'est pas un groupe cal la loi à n'est pas associative. C'est to se.,il

propriété qui lui manque pour en faire une loi de gloupe abéIien...... @Ws) t
t 6 '

l , l r , ) r t
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Exercice4 (6pts)

t l rme crErrcr ia{ R" 
;o::*; : , ,^oi:r :2 

(r, , ' i

avec  
f  A : x4+x3 -3x2 -1

(  -  - - a  r F D

i  B :Xs+X2_X_ i

A l o r s , p o u r n : 1 o n a

/ \
I

A: B x x  - r  |  -zx ' -3x -  t  |  . . . . . (1pr)
l - , - ,

\ n r + o / -

Pou l  n  :2 ,  on  a

xr + x2 - x - 1 : (-zx2- sx - r) - (I*- 1) . l> : ') (rpt)
\ j +/ 

\+//
P o u r  n : 3 ,  o n  a

/ \
-2x2_ rx-1- (_.i*-;) "(-1"-i) - '(- l) orns)

\  4 +/ \  . )  ô/  
\no:o/

Alors, le pgcd de.A et B est le dernier reste non nul, C.à.d :

3 3 3
pgcd(A,B) :  - ;x  - ; :  - i6  +  1) . . . . .  ( lp r )

2. On cleduit que,4 et B ne sont pas premiers entre eux... ..(lpt) .


