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Exercice 1. I. Montrer par raisonnement direct qu’il n’existe pas de couple (n,m) € (N*)2 tel que @
m? =n(n+1)(n+2).

II. Soit f une application surjective de E vers F. Montrer que

VBCF,ona f(ENf1(B) =B

ITL. Soit I'application f : N* — N définie par: f(n,m)'= nm et g : N — N? définie par:
g(n) = (n, (n* + 1))
a) Déterminer f ({(2,1),(1,2)}) et g7* ({(1,1)}).
b) Les applications f et g sont-elles injectives? Surjectives ?

Exercice 2. Soit £ un ensemble muni d’une relation R réflexive et transitive. On définit sur E la ()‘\’S‘\

relation S par:
V(a,b) € E?: aSb&aRb et bRa.

Montrer que S est une relation d’équivalence.

Exercice 3. Soit * la loi définie sur F = R — {2} par: 5 @ s

V (a,b) € E* axb=2a+2b—ab—2

a) Démontrer que * est une loi de composition interne dans E.

b) Démontrer que (E, %) est un groupe commutatif.

Exercice 4. I. Citer lethéoréme de Bezout pour deux polynomes dans IK [X]. @

IT. a) Soit dans R [X]
A(X)=3X%3+2X?+2et B(X) = X2 -2.

Utiliser I’algorithme d’Euclide pour déterminer le pged D de A et B.
b) En déduire deux polynomes U et V tels que AU + BV = D..



Corrigé

Exol
1. Nous utilisons le raisonnementpar I’absurde.
On supposequ'il existe un couple (n,m) € e (N*)? tel que m* = n(n + 1)(n + 2),alors on a

3 suppositions *
1) (:4_1;1(”4_2) >n=m+1)(n+2)=>n*+2n+2=0. Ce qui est absurde, \0 f’}s
car cette equatlon n’a pas de solutions dans N*peats

m=(n+1) 4
2) { m = n(n+2) =>n+1—n(n+2):>n +n—1=0. Ce qui est absurde, carcette‘
= (n+2)

équation n’a pas de solutions dans N*.3) { T;n,__ e 1) =n+2=n(n+l) = ne—2 =
Ce qui est absurde, car cette équation n’a pas de solutions dans N*. (O} Pb

IL. a) Soity € f(EN f~1(B)), alors, il existe un T € Enf(B) tel'que flz)=yv. Comme@
H ‘7

erethf’l(B)onaf(a;)-——yef(E)etf( gy=y €8, Dod f(ENnf'(B)CB

%

b) Pour l'autre inclusion, soit y € B et f est surjective, alors, il existe un 1: e E tel que
f(:v)—yd’ou:cef L{B): Alors,:ceEﬂf—l(B)etf()—yef(Eﬁf .de a) et
b)ona f(ENSf(B)) =B

III. a) Déterminons f ({(2, 1),(1,2)}) et g7 ({(1, 1)}) pour les deus applications f(n,m) =
nm et g(n) = (n, (n* + 1)) . Alors,

x f{(21),(, 2} = {f(n m), tel que (n,m) € {(2, 1) (L,2)} = {f1.2), fF21} =
2} . Maintenant, pour g~ 1({(1,1)}), on a:

o\
= n
@] = (e Nt e oo € 0,0} = o) = Q) = { (T Ti 1 =
{ ;2—11 ce qui est absurde. D'ott g7* ({(1,1)}) = 2. o\ G/)
b)- L’application f n’est pas injective car f(1,2) = f(2,1) =2
o ap@ f est surjective car pour tout M dans N il existe un (1, tel que f(1, M)
M. (O,

_L’application g n’est pas surjective *)our L)y N2 il n'existe pas de n tel que
g(n) = (1,1). (d’aprés (a) de I1I). @/

_L’application g est injective car pour fout ny et ny dans N, g (n1)=g (n2) = (n1, (nf+1))=



(ng, (N2 +1)) = n; =ny

Exo02 1) La reflexivité: Soit z € E, alors 2Rz, d’ou zSz. % /7 )
2) La symétrie: Soit z,y dans E, alors si zSy < 2Ry et yRz < yRz et 2Ry d’ou la symétrie.

zSy xRy et yRx
3)La transitivité: Soit x,y, z alors si et < et = (zRy et yRz), de la
ySz yRz et 2Ry

transitivité de ® = zRz. De la meme maniére, on a (zRy et yRz), de la transitivité de
$ = 2Rz. Dot la transitvité de S. Donc, S estune relation d’équivanlence. ("2 )]%

Exo 3. Laloi * sur E =R\ {2} est définie par: V (a,b) € E?> = 2a+ 2b— ab— 2. Cette
loi * est dite un LCI si

V (a,b) € E? axb=2a+2b—ab—2€ E?

1. Raisonons par 'absurde: Alors, si on suppose que'a xb & E, i.e axb=2
=>20+2b—-ab—-2=2=b(2-a)-2(2—-a)=0= (2 )(b 2]=10

= a=2o0ub=2,cequiest absurde car a € E et b € E (a # 2 et b # 2). Donc *
est une loi de composition interne dans E. 4 7 /—

b) (E,*) Groupe commutatif ?

1- Associativité
V(a,b,c) € E3 (axb)xc=ax(bxc)?

on calcule les deux quantités (a * b) % ¢ et a * (b * ¢), on remarque qu’elle sont égales,
donc * est associative. 4 /7 /'\'

2-Commutativité

V(a,b) e E2 axb=2a+2b—ab—2=2b+2a—ba—2=bxa
x est donc commutative dans E. : '



3-Existence du neutre

dee E,YVa e E: axe=exa=a.

Comme * est commutative il suffit de trouver un e € E tel que Va € E o ake=g
Soita e B, ax*e=a=—>2a-+2e—ae—2=aqa

=e(2—-a)—(2—a)=0 Va€eFE

= (2—a)(e-1)=0 Yae E=e=1€FE '
Donc il existe un élément neutre pour * dans F égal 4 1 € E.

4-Existence du symétrique

Vo€ E Ja €E: axd =d xa=1

axa'=1==29F 2% —ag' —2=1

— d'(2—a) = 3— 20 = o’ = 322, Démontrons que @’ € E. Si on suppose que
a’ ¢ E ceci implique que , :

=3 —2a =4 —2g => 3 = 4 ce qui est absurde. Donca’eE‘ Vae E. Del, 2, 3
et 4 on déduit que (F, %) est un groupe commutatif.
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