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UNIVERSITE BADJI MOKHTAR
DEPARTEMENT DE M.I

ALGEBRE 1

SEMESTER 1.1." EXAMEN

Date: Janvier 2OL4

2Ot3/20L4

Time: 10.00-11.30
( reading time)

Exercice 1-. I. Montrer par raisonnement direct qu'il n'existe pas de couple (n,*) € (N.)' tel que
rn2 :n (n*L ) (n+2) .

II. Soit "f une application surjective de .E vers F. Montrer que

vBcF,onà f  @n/-1 (B))  :B

I I I .  So i t l ' app l i ca t ion  . f  tN ' - -+Ndéf in iepar :  T ( r ,m) ' :nn-ùe tg :N-*N2déf in iepar :
g (n ) :  ( r , (n '  +  1 ) )

a) Déterminer / ({(2, 1) , (1,2)}) et s-|({(1, 1)}) .
b) Les applications / et g sont-elles injectives? Surjectives ?

Exercice2.Soi t .Eunensemblemunid,unereIat ionf t réf lexiveettrarrs i t ive.ondéf in i tsur.E"@
relation,S par:

Y (a,b) € E2 : asbelaftb et bffia.

Montrer que ,S est une relation d,équivaleqce.

Exercice 3. Soit * la loi définie sur.E - lR - {2} par: 6--t)
!:_/

V (o ,  b )  e  E2;  axb  :  2a . *2b  -  ab  -  2

a) Démontrer que x est une loi de composition interne dans ̂ 8.
b) Démontrer que (8,*) est un groupe commutatif.

Exercice 4. I. Citer lethéorème de Bezout pour deux.polynômes dans IK lxl.
II. a) Soit dans R lxl

A(X) :  3X3 +2X2 *2  e t  B(X)  :  X2  -  2 .

Utiliser I'algorithme d'Euclide pour déterminer Ie pgcd, D de A et B.
b) En déduire deux polynômes [/ et I/ tels qtrc AU + BV - D.
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Corrigé

Exol
i. i.lo* utilisors Ie raisonnementpar l'absrude'

on supposequ,il oirt. un couple (n,*) € (N.)' tel que n'12 : n(n * 1)(n + 2),alors on a

3 suppositions
t ' t 'L* : -? ,  ^ \  )n  -  (n+1) (n  +2)+n2 +2n12:0 '  Cequies t  absurde '
, /  I  m: (n+I ) \n+z)

car cettte équaùion ,l;u p* de solutions dans N*' c

;îi'ï::'Ëîiî:'Tï:",'lïi;iï i, - 1 :0 ce qui est absurde, car.",,"6,i0T\
" ,  \  * : n (n *2 )

êquation n'a pas de solutions dans N*'3) { :: }U.il) 
+ n+2 : 

"fÈ 
n2 -2 : 0'

Ce qui est absurd'e' câx cette équatio" "'l ii#!ïiltiJ"t aans N.' 
6D

II. a) Soir g e f @n /-t (B)), alors, iI existeunr € Eqf-' (B) tel que /(z) 
- g' Comme

r  €  E et r  €  r - r@)on a / (z)  :a  € r  @) et  f  ( r ) :a  €8.  D'où T @^f-r (B))  c  B '

b) PourI'autreinclusion, soitg e B et/estsurjective, alors, i lexisteunr€Etelque

ï(*) :sr  d 'où r  € f - t  (B).  Alors ,  
"  

nÀ"f t  ( r )  àt  T@):a e f  (E^ T- '  (B))  de a) et

b )on  a  T@Àf - '@) ) :B '

III. a) Déterminons / ({(2, 1) , (1' 2)i) et 9_' ({(1, 1)}) pour les deus applications "f (n, m) :

nm et g(n) : (n,(n'+ 1)) Alors'

,a;\ ï ({(2,1) , (1' 2)}) : {lly'tÀi,tel que (''*) e {(2'1) ' (1' 2)}} : {f 0'2)' TQ'L)) :

L{lYÀrl" \Àaintenant, Pow e-' ({(1' 1)}), on a: ( n: L
V 

e- , ( { (1,1) i )  :  { ( r ,e  Nte lque g(n)e(1,1)}  + s@).} \ - l *  t  t " i  r ) ' :1  
+

(  n : I

\ r, :, 
ce qui est absurde' D'où 9-t ({(1' 1)}) : ' W 6,

b)- L'application / n'est pas injective car f Ç:2) 
: l,(?'L) .: 2 lo 

'' 
" 

'

-L,app]H / est surjective cL pour toui M au* x'it'.*irt" un (ilrÉ que /(1' M) :

M. (o,Lr)
:ii"off.*rton 9 n'est pas surjectiuffilour (1,1) € N2 il n'existe pas de n' tel que

g(ni : (1,1). (d''aPrés (a) de III)' q'y
- L,applicationg est injective car poultout n1 et n1 dans N, g ("'): g(nz) è (n''("?+ 1)) :

tir\
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(nr,(n?+ 1)) =+ n1

2)La symétrie: Soit r, g dans .8, alors sî rSg + rWy et yftr + yRr et rfty d'où la symétrie.
( *Sa ( *fta et yfr,r

3)La transitivité: Soit r,gr,z alors si { et <+ { et + (xHg etyBz), de la

transitivité de D + xfr,z.De ta *"*"[ rlfiur", 
"l 

Jî;-i 3H*1, de ta tryps4,{ttc ae
ffi =+ zWr. D'où la transitvité de ,S. Donc, ̂ 9 estune relation d'équivanlen"". 

Qlp
Exo 3.  La lo i  x sur.E:R\{2} est  déf in ie par:  V(a,b) e E2:2at2b-ab-2.  Cette

loi * est dite un LCI si

Y  (a ,b )  e  E2  a*b :2a*2b-  ab-2  e  E  ?

1. Raisonons pax l'absurde: Alors, si on suppose que'a * b ( E, i.e .a * b : 2

+  2a+2b-  ab  -2  -  )  1b (2 -  a )  -2 (2  -  o ) :  Q  4  (2  -  o )  (b  -  Z ;  :  g

+a :2oub :2 ,  cequ ies tabsurdecaro ,  € .8€ t  beE (o*2e f  b l2 ) .  Donc  *
est une loi de composition interne dans .8. 

6nYJ2
b) (8, *.) Groupe commutatif ?

@

1- Associativité

V(a ,b ,c )eT3  (a*b ) *c :a* (b*c )?  .

on calcule les deux.quantités (o-\* cet a * (ô*c), on remaxque qu'elle sont égales,
donc x est associatrve 

aD
2-Commutativité

V  (a ,b )  e  E2  a*b :2a t2b-  ab-2 :2b*2a-ba-2 :bxa

* est donc commutative dans E.
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3-Existence du neutre

1e  e  E ,Va  e  E  :  a *  e  :  e *  o , :  a .

Comme * est commutative iI sufrt de trouver un e € E telqueVa€ E a*e:0,.

So i t  a  € ,8 .  a *e :  a+2a I2e-  ae-2 :  a

+e(2-" ) - (2-a)  :0  VaeE

+(2-a) (e-1)  :0  Va ç f rae: leE
Donc il existe un élément neutre pour * dans -E égal à L € E.

4-Existence du symétrique

Va€E 1a '  eE  :  a *a '  :a '  *a :L

a*  a ,  :  1  +  2a*2a,  _  aa ,  _  2  :  L

1q ' (2 -o ) :$ -2a1o ' : f f i
a' ç E ceci implique que

. Démontrorur que a' e E. Si on suppose que

3-2a  ô_ -  a

2-a
4 l  -2a :4 -2a  9$ :4ce  qu ies t  absurde .  Donc  a 'eE VaeE.  De  1 ,2 ,3
et 4 on déduit que (,8, 'r) est un groupe commuteitif.
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