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Notions de logique mathématique-Ensembles et
application

Exercice 1 Parmi les expressions suivantes lesquelles sont des propositions? Dans le cas d’une
proposition dire si elle est vraie ou fausse.

a) 6 <2,

b) Vn € N,n? > n,
c) neN,

d) 3z eR, 2?2 =2
e) VieN z+2=4

Exercice 2 I- Soient P et () deux propositions, montrer les équivalences suivantes :

1. (P=Q)«<= (PVQ)

2. (P = Q) < (Q = P) (supplémentaire).

3. (PVQ)=R)< (P=R)N(Q=R)

II- e Donner la négation des propositions suivantes :

a) Vz e R, f(z) >0
b) 0<z<1
) z=0V (z2=1Az2>0)
d) Vz e R, (x =0V z €]2,4]).
e) (n? — 1) n’est pas divisible par 8 = n est pair.

e Donner la contraposée de la proposition (e).

e Montrer par contraposée la proposition (e).

Exercice 3 En utilisant le raisonnement mathématique, montrer
1. par la méthode directe : pour tout z € R, |z — 1] < 2% —z — 1.

2. par I'absurde : Va,b € Q, 2 +yv2 =1 <= (z = 1 et y = 0).(On rappelle que v/2 est un
nombre irrationnel(série 1 d’analyse))

3. par récurrence : Vo € R*" Vn € N, (1 +2)" > 1 + nuz.

Exercice 4 On considére les ensembles suivants : A = {1,2,5}, B = {{1,2},5}, C = {{1,2,5}},
D ={0,1,2,5}, E = {5,1,2}, F = {{1,2},{5}}, G = {{1,2},{5},5}, H = {5,{1},{2}}.

a) Quelles sont les relations d’égalité ou d’inclusion qui existent entre ces ensembles 7

b) Déterminer AN B, EUG et A\C.

c) Quel est le complémentaire de A dans D et AAD.

d) Trouver I’ensemble des parties de I'ensemble B.
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e) Les notations ¢, {¢}, {{¢}} désignent-elles le méme ensemble ?

Exercice 5 e Soit £ un ensemble, A, B, C, D des sous ensembles de E, montrer que :

l.AcBNC&s ACBetACC
2. (A\B)\C =A\(BUC)
3. (AAB)=(ANnB)U(AUB)
4. (AANB)=AAB
5. AcCet BC D= (Ax B)C (C xD)

e Simplifier les expressions suivantes :
1. F=AU(BUA)
2. G=AN(ANDB)

Exercice 6 Soient f: R — R définie par f(z) = 2/(1+2%), A= {0, 5,1,2}, B =[-1,0].
1. Déterminer f(A) et f~'(B).

2. f est-elle injective ? surjective ?(Justifier)
Exercice 7 (Supplémentaire) Soit Papplication f : N> — IN définie par :f(n,m) = nm et
g : N — IN? définie par :g(n) = (n, (n® + 1)

1. Déterminer f({(2,1),(1,2)}) et g7 ({(1,1)}).
2. Les applications f et g sont elles injectives ? Surjectives ?

Exercice 8 Soient F et F' deux ensembles, f : ' — F. Montrer que :
1. VA BeP(E),(AC B)= (f(A) C f(B))
VA,Be€ P(E),f(AnB) C f(A) N f(B)
VA,B € P(E), f injective <= f(AN B) = f(A) N f(B) (supplémentaire)
VA, BeP(F),f(AuB)=fY(A)UfB)
VA € P(E), fL(F\A) C B\f1(A)
VA € P(E), f'(A) = f~1(A) (supplémentaire).

S

Exercice 9 Soient E et F' deux ensembles et soit f une application de £ dans F'. Montrer que
pour toute partie A et B de F, on a

1. Si f est injective alors A = (f~1o f)(A).

2. Si f est surjective alors (f o f71)(B) = B.
Exercice 10 (Supplémentaire) On considére quatre ensembles A, B, C' et D et des applications
f:A— B,g: B— C,h:C — D. Montrer que :

1. (go f) injective => f injective

2. (go f) surjective = g surjective
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Correction 1 a) 6> %, est une proposition fausse,
b) Vn € IN,n? > n, est une proposition vraie,

c) n € N, n’est pas une proposition (car n est inconnu on ne peut pas décidé s’il est un
entier naturel ou non),

d) Jdz € R, 22 = 2 est une proposition vraie,

e) Vx € N, x 4+ 2 = 4 est une proposition fausse.

Correction 2 On utilise la table de vérité pour montrer les équivalences suivantes :
1. (P=Q)+= (PVQ)

PQ|PIP=Q|PVQ|(P=Q) < (PVQ)
V|V |F V V \Y
V|IF|F F F \Y%
FIV|IV \Y V \Y%
FIF |V \Y V \Y%

2. (P=Q) <= (Q=P)
P QIPIQIP=Q|Q=P|(P=0Q) < (Q=P)
VIV |IF|F V A% \Y
VIF|F |V F F \Y
FIV|IV]F V V \Y
FIF |V ]V \Y \Y \Y%

3. (PVQ)=R)< (P=R)N(Q=R)
PIQIRIPVQ|(PVQ)— R|P—=R|Q—=—R|(P=RNQ=R)| (3
VIV |V \Y \Y V V V V
V|V |F \Y% F F F F Vv
VIF |V \Y% V V V V A%
VIF|F \Y% F F \Y F A%
F|IV|V \Y% V V A% V A%
F|V|F \Y% F A% F F \Y
FIF |V F \Y V V \Y V
F|F|F F \Y V V V V

La proposition est vraie dans tous les cas, c’est a dire elle est démontré par sa table de
vériré.

a) La négation de Vx € R, f(x) > 0est dJx € R, f(z) <0

b) La négation de 0 < x < lest (z <0)V (x> 1)

c) La négationdez =0V (z2=1Ax>0)est z Z0 A (2> # 1V <0)

d) La négation deVz € R, (x =0V x €]2,4]) est Iz € R, (x # 0 Az €] — 00, 2]UJ4, +<]).
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e) La négation de (n?—1) n’est pas divisible par 8 = n est pair, en utilisant 'équivalence
(I—1) -
(P=Q)<~= (PVQ)

on peut écrire (e) comme suit
((n* — 1) est divisible par 8) V n est pair
sa négation est
((n* — 1)n'estpasdivisiblepar8) V n est impair

La contraposée de (n?> — 1) n’est pas divisible par 8 = n est pair,

Comme la contrapsée de (P = Q) est (Q = P) alors la contraposée de la porosition demandée
est
nest impair, = (n*> — 1) est divisible par 8

Démonstration par contraposée
Montrons que sa contraposée est vraie.

Soit n impair alors =—> dk € Z tel que n =2k + 1
= n’=4k+4k +1

n®—1=4k* + 4k

= 4k(k+1)

il suffit de montrer que k(k + 1) est pair.
Montrons que k(k + 1) est pair on a deux cas :

1. Si k est pair alors k£ + 1 est impair donc le produit d’un nombre pair et d’un nombre
impair est pair voir.

2. Si k est impair, alors k + 1 est pair donc le produit est pair ¢’est le méme raisonnement,
(il faut savoir que le produit de deux nombre consécutifs est toujours pair).

Ainsi k(k + 1) est pair 3K’ € Z tel que k(k + 1) = 2K/, dou n* — 1 = 4(2k') = 8k' = n* — 1
est divisible par 8.

Correction 3 1. par la méthode directe : pour tout z € R,|z — 1] < 22 —x — 1. on
distingue deux cas :

Premier cas- Siz<1=2-1<0=|z—1/=1—-2xdou
?—r+l—|r—1l=2"-z+1-(1-2)=2"—-a+1—-1+ax=2>>0

alors
-+ l—jr—120<=2"—z+1> |z -1

Deuxiéme cas- Siz>1—=2z—-1>20= |z —1|=2z—1dou
?—z+l—|r—1| =2’ —2+1—(v—-1) = 2 —r+1—2+1 = 2> -224+2 = (z—1)*+1 > 0

alors
-+ l—|r—120<=2"—z+1> |z -1



2. par I'absurde : Va,b € Q, 2 +yv2 =1 <= (v = 1 et y = 0).(On rappelle que v/2 est un
nombre irrationnel(série 1 d’analyse))
Dans un premier temps montrons que Va,b € Q,z +yv/2=1= (z =1 et y = 0). En
utilisant le raisonnement par ’absurde, supposons que

r+yv2=1et (x#1ouy#0)

De l'hypothése y # 0, z +yv/2 = 1 = /2 = I_Tx

puisque z,y € Q, il est clair que I_T”” € Q d’out V2 € Q ce qui est absurde. Nous avons

ainsi établi que y = 0.I1 s’en suit, en remplacant y = 0 dans z + yv/2 = 1 on trouve
directement = = 1 et ce qui termine la démonstration de 'implication.
On démontre maintenant la réciproque (x = 1 et y = 0) = z + yv2 = 1, cette
implication est immédiate si (x = 1 et y = 0) alors en remplacant 1 + 0v/2 = 1.
L’équivalence est démontrée.

3. par récurrence : P(n): Ve € R** Vn e N, (14+ )" > 1+ nx.
a) Pourn=0, (1+2)° > 140z < 1> 1, P(0) est vraie
b) On suppose que P(n) est vraie
¢) On démontre P(n+1):Vz € R*",Vn e N, (1+2)"™' > 1+ (n+ 1).

(1+2)" > 1+nx
(14+2)"" > (14 2)(1 +no)
(1+2)""" > 14z +nx + na?
(1+2)"™ > 1+(Q+n)z+n®>>1+(n+ 1)z

d’tt P(n+ 1) est vraie et par récurrence P(n) est vraie.
Correction 4 évident

Correction 5 e 1. ACc BNC & A C Bet A C C On doit démonterer la double
implication
e — Soitr e A—axeBNC=—=zx€ BetreCdouACBet ACC

o — Soitr e A=z € Blcar AC B)etx € A=z € C(car A C C) alors
reBNCdon AC BNnC
2. (A\B)\C =A\(BUC)
e Premiére méthode on procéde par égalité
(A\B)\C = (AnB)nC
= An(BNCO)
= AN (BUCQ)

e Deuxiéme méthode on raisonne par équivalence

r€(A\B)\\C <= (rxcAetxé¢B)etax¢gC
< xecAetx ¢ BUC
<— x € A\(BUCO).

D’ou I'égalité.



3. (AAB) =" (ANB)U(AU B)
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5 AcCet BC D="(Ax B)C (CxD)

Soit t € Ax B = dxy € Aet Juy € B tel que x = (1, 1)
= 1 €C(car ACC)etay € D(car BC D)
= x=(x1,22) €C x D

d’ou l'inclusion et ainsi 'implication est démontrée.
x 1. F=AU(BUA) =AU(BNA) =(AUB)N(AUA)=(AUB)NA=A
2. G=AN(ANB)=AN(AUB)=(ANA)U(ANB)=¢U(AUB) = (AUB)

Correction 6 Soient f:R — R définie par f(x) =

i, A= {0,2,1,2},32[—1,0].
F(A) = {f(x), v € A} = {£(0), f(5), F(1), F(2)}

2)7
{O’ 57 2

f_l(B)—f_l([— 0) = {z € B, f(a) € [-1,00} 1< f(x) < V= lsmm <l
@ 2 el @y <0
ﬁ\Oszx 0(Vx € R,1+2*>0), dx €] — o0,0]
x ?+r+1

—— 2l = —FF 2 0=z €] — 0,
(1+22) (14 22) 7 €] = 00, Fo0]

alors f~1(B) =] — o0, 0].
2. L’injectivité de f :
contre exemple : on remarque d’aprés la question précédente que f(%) = f(2) = % une
image % posséde deux antécédants % et 2.
La surjectivité de f :

x
(1+ 22)
) = gy’ —x+y =0, A =1— 4y? contre exemple : pour y = 1,

Yy € R,3%x € R, tel que y = f(z) =

onay = g
§=—-3<0dot Bz € R, tel que y = f(z) alors f n’est pas surjective.
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Correction 7 1. Déterminons f({(2,1),(1,2)}) et g~ ({(1,1)}) pour les applications f(n,m) =
nm et g(n) = (n, (n? +1). Alors

FH(2,1), (1,2)}) = {f(n,m), tel que (n,m) € {(2,1),(1,2)}} = {f(1,2), f(2, )} = {2}

g {1, D)) = {n € N tel que g(n) € (1,1)}

n fl n =1 )
g(n) { (n +1)2 { (2)2 =1 ce qui est absurde.
Dot g~ ({ =¢

2. Les apphcamons f et g sont elles injectives 7 Surjectives ?

e L’application f n’est pas injective car f(1,2) = f(2,1) =2

e L’application f est surjective car pour tout M dans IN il existe un (1, M) tel que
F(1M) = M.

e L’application g n’est pas surjective car d’aprés la réponse de la question 1 g7 ({(1,1)}) =
¢ alors pour (1,1) € IN? il n’existe pas n tel que g(n) = (1,1) c’est & dire (1,1) € IN?
ne posséde pas d’antécédant dans IN.

e L’application g est injective car Vny,ny € IN,g(n1) = g(ny) = (ny,(n3 +1) =
(n2, (3 +1) = ny =ny

Correction 8 1. VA,BeP(E),(AC B)="(f(A) C f(B)) Supposons

y € f(A) = 3z € A tel que y = f(x) =48 3z € B tel que y = f(z) = y € f(B)

2. VA, B € P(E), f(AN B) C7f(A) N f(B)
Supposons y € f(AN B) alors 3z € (AN B) tel que y = f(z) = Iz € A) ANz €
B) tel que y = f(x) = (Fx € Atel que y = f(x)) AN (Fz € B tel que y = f(x)) = y €
f(A) ety € f(B) =y € f(A)N f(B)

3. VA, B € P(E), f injective <= f(ANB) = f(A ) f(B) (supplémentaire)
On montre la double implication f injective =" f(AN B) = f(A)N f(B)
Montrer cette implication revient & montrer f(AN B) =* f(A) N f(B) sachant que f est
injective, et pour montrer ’égalité on doit montrer la double inclusion
c’ Déja démontrer dans la question 2.

D7 Soity € f(A)Nf(B) =y € f(A)ety € f(B) = Jx € Atel quey = f(x) et 32’ €
B tel que y = f(x) comme f est injective x = 2’ d’oil

dre ANBtel que y = f(z) = f(z) € f(ANB) =y € f(ANB)

d’ou 'inclusion et ainsi I'égalité.

f(ANB) = f(A)N f(B) =" f injective

Montrer cette implication revient & montrer que f est injective sachant que f(A N
B) = f(A) N f(B)

Soit x et 2’ deux éléments de E tels que f(x) = f(2') dans ce cas on considére les
ensemble {x} et {2’} tels que f({z} = f({2'}) et comme f(A)Nf(B) C f(ANB) alors
f{zh)nf{a2'}) € F({zin{a’}) comme f({z} = f({z'}) alors f({z}) C f({x}n{z})

ceci n’est pas possible sauf si x = 2’ sinon f({zx}) = ¢ d’ou f est injective .

D’ou I’équivalence.



4. VA, BeP(F),f Y (AuB) = f~1(A) U f~Y(B) Supposons

v€ fH(AUB) < f(r)€ (AUB)
< f(x)eAou f(x) € B
— zcf YA ourecfB)
= ze fH(AUf(B)

5. VA e P(E), f~Y(F\A) C E\f'(A) Supposons

ze fTHF\A) = f(z) € (F\A)
— f(z)eFetf(x)¢g A
— zc€f ' (F)etxzg f (A
— gz € E\f'(A4)

6. VA€ P(E), f1(A) =" f~1(A) (supplémentaire).
On procéde par équivalence
Soit x € f7H(A) = f(z) € A<= flr) g A<= 2 ¢ fY(A) <=z € f1(A)
du 'égalité.

Correction 9 1. Si f est injective alors A = (f~!o f)(A). Démontrons A = (f~1 o f)(A)
sachant que f est injective. Alors démontrer I’égalité revient & démontrer la double
inclusion A C! (f~to f)(A) et (fLo f)(A) C* A
c! Comme A C E, on suppose z € A= f(z) € f(A) = = € f'(f(A)). Doun

x € f~to f(A) et la premiére inclusion est démontrer A C (f~1o f)(A)
C? supposons x € (flof)(A) = x € f7Yf(A)) = f(x) € f(A) = T2’ € A tel que
f(x) = f(2') et comme f est injective 2 = 2’ et donc z € A et ainsi (f o f)(A) C A
D’ou I'égalité.

2. Si f est surjective alors (f o f7!)(B) = B. Démontrons (f o f~!)(B) = B sachant
que f est surjective. Alors démontrer I'égalité revient & démontrer la double inclusion
(fof™)B)C' Bet BC?(fof)(B)

c! Comme (fo f7')(B) C F,onsupposey € (fof ) (B)=ye f(f'(A)=3re
f7YB) tel que y = f(z) = f(x) € B tel que y = f(z) = y € B d’ou l'inclusion

C? Comme B € F supposons y € B comme f est surjective y posséde au moins un
antécédant, c’est a dire 3z € E tel que y = f(z) € B donc f(z) € B = z €
fYB)= f(z) € f(f Y(B)) =y € fo f(B) don la deuxiéme inclusion.

Alors I’égalité est démontrée.

Correction 10 1. (go f) injective = f injective’ Soit zy 9 € A, f(z1) = f(z2), alors
g(f(x1)) = g(f(z2)) comme g o f est injective ainsi 21 = xo d’out f est injective.
2. (g o f) surjective = g surjective’ soit y € C' Puisque g o f est surjective, Ja € A avec
go f(a) =y. Posons b = f(a). On a alors g(b) = y, ce qui prouve que g est surjective.



