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Exemple des problémes indécidables (le PCP)

Introduction Soit ¥ un alphabet fini et P C X* X ¥* un ensemble fini de dominos
étiquetés par des mots sur 'alphabet 3 (c’est a dire des paires de mots). Le probléme de
correspondance de Post (le PCP) introduit par Emil Post en 1946, consiste a déterminer
s’il existe une séquence de dominos de P tel que le mot obtenu par la concaténation des
premiéres composantes est identique a celui formé par la concaténation des secondes com-
posantes. Plus formellement, on cherche a déterminer I'existence d’une suite (u;, v;)o<i<n
tel que : VO < i < n, (u;,v;) € P et uguqug...ty, = 0gU10s...0y.

Exemple :

Soit P = {(a, aaa), (aaaa,a)}, on peut aussi écrire P ={*
sente le domino Loet 4442 représente le domino 2

Dans ce cas, on a une correspondance de Post qui est la suivante :

g 4 2 42999 32499 44424444843 ’aqt 3§ dire le nombre de a en haut est égale au

24 4 9 4494 qui donne
aaa aaa aaa a a aaaaaaaaaaa

nombre de a en bas et on dit qu’il y a une correspondance de Post.

aaaa a_ A
“a} sachant que -2 repré

aaa’

On prend un deuxiéme exemple, soit P, = {(a, ab), (ba, aba), (b, aba), (bba,b)}.

Question : trouver une correspondance de Post.

Dans cet exemple, la correspondance est la suivante :

= bb“ —7= qui donne abbaba = abbaba.

P2 = {(aab ab), (bab, ba), (aab, abab)}, dans cet exemple la correspondance n’existe pas.
Preuve :

Déja, on ne peut pas prendre en premier les paires (aab,ab) et (aab,abab), car dans les
deux cas le mot de gauche est différent du mot de droite. Si on prend la paire (aab,ab),
on aura aab... # ab..., et si on prend la paire (aab,abab)on aura aab..#£abab...
Maintenant, si on commence par la deuxiéme paire c’est a dire (bab,ba), alors a gauche
on aura un "bab" et & droite un "ba" et comme les deux autres paires ( la paire 1 et 3)
ne commencent pas par un "b", on est obligé de rajouter une occurrence de la paire 2 et
comme les mots de la paire 2 ont des tailles différentes, on ne pourra jamais obtenir une
correspondance.

Le probléme du PCP est d'une maniére générale indécidable mais on peut décider le PCP
dans le cas ou X contient un seul élément ou une seule lettre.

théoréme : Soit ¥ = {a}, pour tout mot w € ¥*, on a w — a/*!. On peut montrer qu’il
existe une correspondance dans P si et seulement si :

— Soit on a ¥ € P tel que : |u| = |v| par exemple P = {22} donc la correspondance
est le domino lui méme,
— Soit il existe =1, 22 ¢ P tel que |ui| > |v1] et |ug| < |vaf.

- S'il existe € P tel que |u| = [v], alors la séquence * est une correspondance puisque
u— all — a‘”‘ = V.
- Sil existe $1, ¥2 € P tel que [u1| > |vi] et ug| < [uvaf, alors |va| —[uz| > 0 et |ug|—|vi] >0

uy |v2|—|uz|

et dans ce cas la séquence o wzurl=lvl forme une correspondance de Post.

v2

Exemple : Soient ¥ = {a} et P — {%%% 4%} donc =L = 9999 et =2 = 229 Comme on
U1 a [

) aaaa aaaa

a lui| = |aaaal > |v1| = |a| et |va| = |aaaal > |us| = \aaa| alors la correspondance de
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Post dans ce cas est comme suit :

up fvz|=lual w2l =loil gachant, que

V1 Vg
up = aaaa, v; = a, Uy = aaa et vy = aaaa, donc :
—_ 1 —_ . . ’ .
u fvo|—lugl _ w1 _ gasa of uplur|—for] _ up3 _ aca s aaa , si on fait la concaténation,
v1 v1 a V2 V2 aaaa aaaa aaaa
on aura :

aaaa aaaq aaa aaa
a aaaa aaaa aaaq

— 2432334423333ad — aadaadaaaaadda.

Preuve :

En haut, on a :
alealx(vzl—lual) s gluzlx(ual—|v1])

— glullvz|=lulluz| o o luz|lui]|—|uzl[v1]
— glwllvzl=lurlfuz|[+|uzlui|—|usz||v1]
— glwllvz|—luz|v1]

Et dans la partie du bas, on trouve :
alvlx(vzl=luzl) o glvalx(jur|=|v1])

— glutllval=lvilluz| o glvallui]—=|v2][v1]
— glvtllval=lvi]|ua|+[v2|lur|—[v2||v1]

— glvzllual—lvilluz]
Conclusion : glwllvel=luzllvil — lvzllui]—lvif|uz|

En revanche, si on n’est pas dans cette situation, cela signifie que :

— Soit V% € P on a |u| > |v],

— Soit V¥ € P on a |u| < |v]

Les deux cas sont symétriques. Alors pour toute séquence de dominos Z_S%Z_Z on a:
[woug .| = |uol + |ur| + ... + |[un] > |vo| + |v1] + ... + |vn] = |vovs...v,| et on déduit que :
UgUy... Uy — @lP0U1Unl oL glvovivnl — g q
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