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Chapitre 1

Chapitre 1 : Introduction a la
décidabilité

1.1 Introduction

Il y a maintenant des dizaines de siécles que les mathématiciens décrivent
et utilisent des méthodes de calcul permettant de résoudre leurs problémes.
Mais jusqu’a une date relativement récente (1934) ils ne savaient pas de fagon
précise ce qu’est une méthode de calcul.

La faculté étonnante des mathématiques a transformer en objets ce qui
constitue leurs méthodes et leurs techniques, les rapproche de la philosophie.
Cette faculté d’autoréflexivité permet par exemple de prendre les théories ma-
thématiques pour objets d’études (et donc de théorémes) comme les nombres
entiers et les équations aux dérivées partielles sont objets d’études et de théo-
rémes.

Et effectivement, a propos du probléme des méthodes de calcul, 'autoré-
flexivité des mathématiques a fonctionné, donnant naissance a une série de
concepts et de résultats qui sont parmi les plus profonds et les plus féconds
du vingtiéme siécle.

Exemples :

— Algorithmes,

— Fonctions calculables,

— Problémes décidables et indécidables.

Aujourd’hui les mathématiciens possédent une définition précise de ce
qu’on doit appeler méthode de calcul, ils savent exactement quels sont les



problémes qu’elles peuvent traiter, et mieux encore, ils savent que certains
problémes ne sont pas "traitables" En effet, et ¢’est 14 'un des aspects les plus
extraordinaires de ces travaux, ils permettent d’établir des résultats négatifs,
¢’est-a-dire de la forme : pour tel probléme non seulement aucune méthode
n’est actuellement connue, mais aucune ne le sera jamais.

Ces problémes pour lesquels on démontre qu’il n’existe aucune méthode
de calcul adaptée s’appellent des problémes indécidables.

Les premiers résultats d’indécidabilité des années 1930 semblaient arti-
ficiels, trés vite on s’est apercu que des problémes assez simples entraient
dans la classe des problémes indécidables. En particulier en informatique, de
nombreuses questions naturelles qui se posent aux programmeurs se révélent
apreés étude correspondre a des problémes indécidables. Lorsqu’on démontre
qu’un probléme P est indécidable, on en déduit : - qu’on doit renoncer a le
résoudre tel quel, et donc que, - qu’il faut trouver une version simplifiée de
P, puis, soit réussir a la résoudre, soit a nouveau établir qu’elle est encore
indécidable et donc la simplifier encore, etc (les fonctions récursives).

1.2 Petit historique

La notion informelle d’algorithme est extrémement ancienne et les procé-
dés que nous avons appris a I’école primaire pour additionner deux nombres
écrits en base dix ou pour les multiplier sont des algorithmes.

En fait, au début du siécle les mathématiciens ne soupconnaient pas qu’on
pourrait arriver a préciser vraiment cette notion, ni encore moins, qu’on pour-
rait démontrer pour certains problémes qu’aucun algorithme n’existe.

Le travail d’identification et de formulation de la notion d’algorithme
fut effectué en plusieurs étapes entre 1931 et 1936 par les mathématiciens
Church, Kleene, Turing et Godel.

Ils introduisirent plusieurs classes différentes de fonctions dont ils mon-
trérent ensuite qu’elles coincidaient, et qu’ils reconnurent alors comme la
classe des fonctions calculables. Une fonction est calculable s’il existe une
facon finie de la décrire qui permette effectivement d’en calculer toutes les
valeurs. La définition précise de la notion de fonction calculable fixe en méme
temps celle d’algorithme, et on peut donc dire qu'en 1936 la formulation
exacte de la notion d’algorithme était acquise. De toutes les définitions fi-



nalement équivalentes de la notion d’algorithme formulées dans les années
1930 et depuis, celle donnée par Turing en 1936 est la plus pratique pour les
théoriciens, et on l'utilise encore aujourd’hui. C’est sur elle que nous allons
nous appuyer plus loin pour définir la notion d’algorithme.

Chaque année des dizaines de résultats de décidabilité ou d’indécidabilité
sont établis dans de nombreux domaines des mathématiques et on peut étre
certain, tant les questions ouvertes restent nombreuses, que ce mouvement
n’est pas prét de cesser. Ici nous nous intéresserons uniquement au probléme
de la possibilité d’un algorithme ou de son impossibilité, et non pas au pro-
bléme de 'efficacité qui lui aussi est a ’origine d’un domaine de travail et de
réflexion des plus vivants aujourd’hui.

1.3 Quelques problémes décidables, semi-décidables
et indécidables

Probléme A.
Soient m et n deux entiers donnés > 1. m est-il un multiple de n? On sait
qu’il est vrai que : 12 est un multiple de 2, et qu’il est faux que : 16 est un
multiple de 5. On sait méme bien plus que cela, on sait comment s’y prendre
pour déterminer pour tout n et tout m quand est vrai que "m est un multiple
de n" et quand est faux que : "m est un multiple de n".

Il suffit en effet de :

— Faire la division de m par n,

— Regarder le reste obtenu, r,

— Sir = 0 alors il est VRAI que "m est un multiple de n",

— Sinon il est FAUX que "n est un multiple de m".

Ce procédé général et systématique de calcul, constitue un algorithme
(informel). C’est un procédé absolument sir, qui fonctionne en un temps fini
pour tous les jeux de données possibles et conduit toujours a la bonne ré-
ponse : il montre que le probléme A est décidable.

Remarquons bien que pour étre précis quand on parle de probléme déci-
dable ou indécidable il faut indiquer ce que sont les paramétres du probléme.
Dans notre exemple n et m sont deux entiers > 1. En fait on ne cherche pas
a résoudre un probléme unique, on cherche a résoudre une classe infinie de
problémes, ici tous les problémes :



2 est-il un multiple de 27
3 est-il un multiple de 27

Probléme B.
Probléme des nombres premiers. Soit n un entier donné > 1
n est-il un nombre premier ?

Probléeme C.
Il existe aussi des problémes qui sont semi décidables.
Exemple : Soit le programme P suivant :
“3x + 1”7 Est-ce que le programme ci-dessous s’arréte sur un x donné?

while x > 1 do
{if (x mod 2 = 0) then x :— x/2;
else x :—= 3x + 1; }

Réponse. Pour ce probléme, on peut utiliser la procédure suivante : ‘a
partir de x donné exécuter ce programme, et s’il s’arréte retourner “OUI”. Par
contre, si pour un certain x le programme “3x + 1” boucle, cette procédure
ne pourra jamais donner la réponse “NON”. Une telle procédure s’appelle un
semi-algorithme on peut dire aussi que c’est un programme semi décidable.

Il est inconnu s’il existe un algorithme de décision pour ce probléme, qui
pour chaque x donné renvoie une réponse correcte “OUI” ou “NON”.

Probléme D.
Il y a aussi des problémes indécidables.

Exemple :
Soit I'algorithme A/P(x) { tant que AP(x) (si x est pair) alors x := x*2 }.
Il est évident que si on lui passe comme parameétre un x pair, cet algorithme
ne se terminera jamais donc il est indécidable.



Chapitre 2

Chapitre 2 : Une breéve
introduction a la calculabilité
avec la machine de Turing et les
fonctions primitives récursives

2.1 Introduction

Un programme peut étre considéré comme la décomposition de la tache a
réaliser en une séquence d’instructions élémentaires (manipulant des données
élémentaires) compréhensibles par 'automate programmable que 'on désire
utiliser. Cependant, chaque automate programmable (en pratique chaque
processeur) se caractérise par un jeu d’instructions élémentaires qui lui est
propre. Dans la pratique, cette diversité est résolue par ’existence de compi-
lateurs ou d’interpréteurs qui traduisent les instructions du langage (évolué)
mis a disposition des programmeurs en plusieurs instructions élémentaires
(langage machine) du processeur utilisé. Cependant, cette solution n’est pas
suffisante pour les besoins de 'informatique théorique, qui requiére une re-
présentation unifiée de la notion d’automate programmable, permettant de
démontrer des résultats généraux (décidabilité, complexité, ...) vrais pour
I’ensemble des automates programmables concrets que ’on peut envisager.
A cette fin a été développée la notion de machine de Turing, qui constitue une
abstraction (et une formalisation) de la notion d’automate programmable.

la machine de Turing est un modéle de machine théorique fondamental
pour la théorie de la calculabilité et de la complexité. Malgré sa simplicité
extréme, on peut démontrer qu’elle est capable de simuler toute opération



réalisable par n’importe quel processeur, aussi puissant soit-il. Elle résume
de maniére saisissante le concept d’ordinateur et constitue un support idéal
pour raisonner autour de la notion d’algorithmique.

Il existe de nombreuses formulation de cette machine, et si celle qui va
suivre ne correspond pas exactement a celle que vous connaissez, c’est sans
grande importance, car il est trées facile de montrer qu’elles sont équivalentes.

2.2 La définition formelle d’une machine de
Turing (MT)

Une machine de Turing est présentée comme un quintuplet (Q), A, qo, b, d)
ou :

— Q est un ensemble fini d’états,

— A est un ensemble fini d’alphabet,

— qo € @ représente 1’état initial,

— b est un symbole n’appartenant pas a A appelé symbole blanc,

— d est une fonction de transition de Q x B — (B U{<, >}) x Q, avec

B = A U{b}.

Nous allons donner une description plus physique du fonctionnement
d’une machine de Turing. Pour reprendre 'idée méme de Alan Turing (le
créateur de la machine qui porte aujourd’hui son nom). Une machine de Tu-
ring n’est rien d’autre qu'une machine a écrire modifiée. C’est-a-dire au lieu
de travailler sur une feuille de papier, la machine de Turing opére sur une
bande infinie & gauche et a droite (indexée par ’ensemble Z des entiers re-
latifs) a l'aide d’une téte de Lecture/ Ecriture. La bande est constituée de
plusieurs cellules, chaque cellule contenant un symbole de I’alphabet A ou un
symbole blanc. On dit qu'une cellule est vierge si le symbole qu’elle contient
est le symbole blanc. La téte de Lecture/Ecriture est capable :

— D’écrire un symbole dans la cellule courante (celle sur laquelle la téte

se pointe),

— D’effacer le contenu de la cellule courante (équivaut a écrire le symbole

blanc),

— De se déplacer d’une cellule vers la gauche ou vers la droite (< et >

dans la définition),

— De lire le symbole contenu dans la cellule courante.



Exemple. La machine vue dans la figure suivante est une machine qui lit
un « b » dans I’état p, passe a I’état ¢, écrit un « a » a la place du « b » et
déplace sa téte de lecture a gauche.

| lafbfblefaf [ |-
A

P

| [afbJafJefa] [ [..
A
q

FIGURE 2.1 — Exemple d’une machine de Turing

Du point de vue du modéle, les trois premiéres opération sont représen-
tées par ensemble B U{<, >}, c’est-a-dire on écrit un symbole de B (si ce
symbole est b, on considére qu’on efface la cellule), ou on déplace la téte de
Lecture/ Ecriture d'une cellule vers la gauche ou la droite. Notons que dans
la majorité des ouvrages, ces opérations sont représentées par I’ensemble B
x {<,>},i.e. on écrit un symbole de B et on déplace la téte de Lecture/
Ecriture vers la gauche ou la droite.

La fonction de transition d et le contenu initial de la bande qui vont
déterminer la séquence des opérations exécutées par la machine; Au début
de l'exécution, la machine est dans I’état initial qo et la téte de lecture/
Ecriture est par convention placée sur la cellule indexée par 0; L’égalité d(q,
s) = (o, ¢') se lit : si la machine de Turing est dans I’état q et que la cellule
contient le symbole s (on dit que la téte de Lecture/ Ecriture lit le symbole
s), alors la machine de Turing réalise I'opération o et passe a l'état q'.

On appelle instruction d’une machine de Turing , tout quadruplet (q, s,
0, q') tel que d(q, s) = (o, ¢’). Se donner un ensemble d’instructions, donc de
quadruplets de Q x B x (B U{<,>}) x Q revient a définir le graphe d’une
fonction de transition, les deux approches sont donc équivalentes. L’ensemble
des instructions est appelé programme de la machine de Turing. Quand la
machine est dans un état q, qu’elle lit un symbole s et que la fonction d n’est



pas définie pour le couple (g, s), on dit que la machine s’arréte et que 1’état
q est un état d’arrét.

Exemple applicatif. Ecrire la machine de Turing qui reconnait les mots
de longueurs paires sachant que 'alphabet = {a,#}, si la longueur du mot
est paire la machine écrit T sur la bande sinon elle écrit F.

Solution
q a D qp
qaDqo
Q2 # T q3
qs T arrét
gz a D qqy
qs a D qo
Q # Faqa

a1 # Faa
qs F arrét

2.3 Les fonctions primitives récursives

Les fonctions primitives récursives ont été introduites par Godel en 1934
dans son travail sur I'incomplétude. Elles permettent de décrire des fonctions
dont il est clair que le calcul termine toujours. Elles correspondent ainsi aux
fonctions qui peuvent étre calculées sans I'instruction "While" dans un lan-
gage typé comme Pascal, c’est a dire avec des " if-then-else" et des "for".
L’objectif de cette petite classe est de se convaincre de cette expressivité et
d’observer une partie de ses limitations.

Informellement, ces fonctions calculables sont celles que 'on peut définir

sur ’ensemble des entiers naturels N par récurrence :
Usen Fr avec F, = NF — N

Elles sont comme suit :

— Les fonctions de base,

— La composition de fonctions,
— le mécanisme de récursion.
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2.3.1 Définition des fonctions primitives récursives de
base

— La fonction zéro() ou O() € Fj tel que O() — 0,

— La fonction successeur succ(x) ou o(n) € F tel que o(n) — n+1,

— La fonction de projection projf ou 7F € Fy, k > 1,1 < i < k tel que
Wf(nl, ceey nk) = n,;.
Exemple : 73(5,6,8) — 6.

2.3.2 Définition de la composition de fonctions

Soient g € Fj et hy,...,h; € Fi. La composition de g et des fonctions
hy, ..., h; est définie par f € F}, tel que :
f(n) = g(h1(n), ..., y(n)) avec n = (nq, ..., ng)
Exemple : dans cet exemple, on représente la composition par o, on peut
aussi la représenter par Comp.
succ o Zéro — 1,
succ o succ o Zéro — 2,
succ o m3(0, 2, 5)—> 6.

2.3.3 Définition de la récursion primitive

Soient g € Fj, et h € Fyyo, la fonction f € Fj1; tel que :

- (0, 0) = g(n),

— f(n, m+1)= h(n,m,f(n,m))

Est la fonction définie a partir de g et h par récursion primitive.
Remarque : La fonction f est calculable si g et h sont calculables.

On peut aussi représenter la récursion par le schéma récursif suivant :

Fonction f(x, k)
Si: k=0
F(x)
Sinon :
G(x, k-1, f(x, k-1))
Fin
Fin

On a remplacé les fonctions g par F et h par G pour dire qu’il y a plu-
sieurs représentations formelles. Si F' et G sont primitives récursives alors f
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est primitives récursives, f fait la récursivité sur I'argument k, tant dis que
I’argument x est une donnée supplémentaire.

2.3.4 Deéfinition des fonctions primitives récursives

D’une maniére générale, les fonctions primitives récursives sont toutes les
fonctions que ’on peut construire a partir des fonctions de base par compo-
sition et récursion primitive.

Exemple : Montrez que la fonction +(x, k) est primitive récursive.
En se basant sur le schéma récursif vu précédemment, on peut avoir :

Fonction +(x, k)
Si: k=0
F(x)
Sinon :
G(x, k-1, f(x, k-1))
Fin
Fin

Donc pour F on prend la fonction identité 7 (z) et pour la fonction G on

prend succ oms ¢’est a dire :

Fonction +(x, k)
Si: k=0
i ()
Sinon :
succ oms(x, k-1, f(x, k-1))
Fin
Fin

Exemple applicatif : +(5,3)
+(5,3) = succ om3(5,2,+(5,2)) =
succ oms(5,2,succ omi(5,1,+(5,1)) =
succ oms(5,2,succ oms(5,1,succ oms(5,0,+(5,0))=
succ oms(5,2,succ omi(5,1,succ om3(5,0,m1(5))))
Comme : 7 (5)=5 alors :
suce om3(5,0,4(5,0)) = 6 et
succ omi(5,1,+(5,1)) = 7 et enfin
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succ omi(5,2,4(5,2)) = 8

On remarque que nous avons réussi a construire la fonction + par la régle
de récursion a partir des deux fonctions primitives récursives :

— La fonction F = 7] qui est une fonction de base (la projection)

— La fonction G = succ o 73 qui est une composition de deux fonctions

de base la projection et la fonction successeur.

Remarque 1 : Dans la récursion, 'ordre des arguments de la fonction
G(x, k-1, f(x, k-1)) n’est pas important, on peut trouver dans d’autres docu-
ments G(x,f(x, k-1), k-1).

Remarque 2 : On peut aussi résoudre le probléme en utilisant la régle
de récursion comme suit :
+(x0)=x+0=x=m
+(x, y+1) = +(x,y)+1 = suce(+(x,y)) = suce(rs(z, +(z,y),y)) = succ o
™3 (2, +(2,9),9)-

Remarque 3 : L’objectif de la partie "Fonction primitives récursives"
est d’abord de voir un autre modéle de calcul que la machine de Turing avec
ses différentes formes et de montrer que les fonctions primitives récursives et
la machine de Turing ont le méme pouvoir expressif avec bien sur le A-calcul
(qui n’est pas dans le programme).

2.4 Remarques pour les TD

Afin d’avoir une représentation de la M'T beaucoup plus algorithmique,
nous écrirons les instructions de la maniére suivante :

« état courant » « symbole » « opération » « état suivant ».

« opération » peut étre un déplacement vers la droite « D » ou vers la
gauche « G » ou bien le remplacement du symbole lu par un autre. Exemple :
qo s D q1 qui représente un déplacement vers la droite aprés la lecture du
symbole s, qp s 8’ q; dans ce cas il n’ y a pas un déplacement par contre il y
a un remplacement du symbole s par le symbole s'.

Au départ, la téte de L E est toujours placée sur un symbole différent du
symbole blanc et on ne boucle pas sur 1’état initial.
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2.5 Exercices

Exercice 1 soient les instructions suivantes d’'une M'T quelconque :

qo So D q1

do S1 S2 Q2

a1 80 D qu

qi 82 D qu

qi 81 D g

aQu it

q2 52 G q3

ds (so/s1/s2) G qs
a3

Dérouler cette MT sur la séquence suivante : #535052515251525052# sachant
que le # est le symbole blanc.

Exercice 2 Ecrire la MT qui étant donné un mot sur le ruban composé
des symboles a et b, détermine si le mot se termine par un b ou non. Elle
écrit a la fin du mot un T si vrai et un F sinon. Le blanc = $.

Exercice 3 Modifier la MT précédente pour qu’elle vérifie si le mot en
entrée se termine par le méme symbole de départ (qu’il soit a ou b).

Exercice 4 Les valeurs en base 10 correspondants aux codes ASCII des
lettres sont :

- A:65;B:66;C:067; etc,

—a:97;b:98;c:99; etc.

Pour passer du code ASCII d’une lettre minuscule a celui de la majuscule
correspondante, il suffit de transformer le 3 éme bit en partant de la gauche
de 1 & 0. Par ailleurs, les deux premiers bits sont toujours égaux a « 01 » et
les 5 derniers bits ne sont pas modifiés.

A : 65 = 01000001 et a : 97 = 01100001
C : 67 = 01000011 et ¢ : 99 = 01100011
Ecrire la MT qui transforme une lettre minuscule en lettre majuscule.
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Exercice 5 Ecrire la MT qui reconnait la séquence 0001 dans un mot
sachant que le ruban contient plusieurs mots et 'alphabet ¥ = {0, 1, #}. 1l
y a plusieurs mots sur le ruban séparés par un seul #. Deux # successifs
désignent la fin de la séquence.

Exercice 6 Ecrire la MT qui vérifie si un mot donné sur le ruban contient
la séquence de caractéres suivants : « aab ». Le blanc = # et il y a plusieurs

mots sur le ruban séparés par un seul #. Deux # successifs désignent la fin.
A = {a,b,#}. On écrit un T ou un N.

Exercice 7 Ecrire la MT qui remplace le "0" qui vient aprés deux "1"
par un "1". A = {0,1,#}, qo est I’état initial et le ruban contient une seule
séquence.

Exercice 8 Ecrire la MT qui transforme le mot sur le ruban écrit sur
{a,b,#} de telle sorte que tous les "a" soient au début. Exemple : aabbaba
devient aaaabbb.

Exercice 9 Montrez que les fonctions suivantes sont primitives récursives :
1. La fonction plus = x + y,

La fonction Sigma — X7_y1,

La fonction prédécesseur (pred(x)),
La fonction différence (diff(x,y)) telle que diff(x,y) = {5 25227

Osiz<y
. o —ysiz>
La fonction différence absolue |z —y| = {; 775527,

1st2=0

La fonction alpha tel que a(x) = {53520,

La fonction multiplication mult = x * vy,

o N ot W N

La fonction factorielle Fact(x) = x!.
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Chapitre 3

Chapitre 3 : Introduction aux
systémes formels

L’expression " systéme formel " se compose de deux mots :

— Systéme : qui est défini comme étant un ensemble d’éléments maté-
riels ou non dépendant les uns des autres de maniére a former un tout
cohérent et organisé,

— Formel : c’est-a-dire qui porte principalement sur la forme et ne tient
pas compte du contenu.

3.1 Définition

Les systémes Axiomatico-Déductifs ou systémes formels (SF) fournissent
un cadre général pour exprimer et étudier de fagon rigoureuse et mathéma-
tique les notions d’axiomatique et de mécanismes déductifs.

Un systéme formel est donc un procédé mécanique de construction des
phrases d’un langage, une entité idéale qui engendre sous forme de théorémes
toutes les conséquences qui découlent selon des critéres déterminés (régles)
d’un ensemble de propositions initiales considérées comme vérités premiéres
(axiomes). Les expressions qui figurent dans un systéme formel n’ont aucun
sens et résultent des possibilités opératoires précisées dans les régles de ma-
niement du systéme. Lorsqu’on construit un systéme formel c’est en général
avec l'intention de représenter dans ce systéme une théorie non formalisée. le
but de la formalisation est alors de permettre une étude précise et systéma-
tique des aspects structuraux des théories scientifiques.
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3.2 Composants

Un systéme formel S est composé d’un quadruplet :

— Un ensemble fini et dénombrable de symboles appelé alphabet,

— Un sous ensemble récursif W de I’ensemble de suites finies de S appelé "
Ensemble de formules bien formées " construites a partir de ’alphabet,
Un sous ensemble A de W appelé ensemble d’axiomes,

Un ensemble fini R de régles (dites encore régles d’inférence, de déduc-
tion ou de dérivation) telle que R = {Ry, Ro, ...., R, }

Notion de démonstration : Etablir une démonstration dans S revient a
trouver une suite finie de fbf, fy, fs,...., f; telle que f; (sachant que 1 < i < k)
est soit un axiome de S, soit une fbf obtenue d'une autre fbf par application
d’une régle d’inférence R.

Notion de théoréme : Une formule d’un systéme formel est dite un théo-
reme si c’est un axiome, ou bien si la formule est obtenue par application
d’une régle d’inférence a un théoréme.

Une preuve d’un systéme formel est une suite de formules qui sont soit
des axiomes, soit des formules déduites des formules précédentes.

Soient fi, fs,...., f et g des fbf, on note f, f5,...., fx = g et on lira qu’a
partir des formules f;, f5,...., fi on peut déduire la formule g.

Exemple : Soit le systeme PEU avec :
— L’alphabet S = {p, e, u},
— W est 'ensemble des fbf formée a partir de I’alphabet (suite de p,e,u),
— L’ensemble des axiomes A = {upueuu},
— Les regles d’inférence sont définies comme suit :
— Rj : si une expression de la forme AeB est un théoréme — uAeBu
est un théoreme
— Ry : si une expression de la forme AeB est un théoréme — AueuB
est un théoréme.

Questions

Q1 : Est ce que uupuueuuuu est un théoréme ?
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Q2 : Est ce que upupueuuu est un théoréme ?

Solutions
Q1 : On peut démontrer que uupuueuuuu est un théoréme en construisant
I’arbre de dérivation.

A B

upueu

upuueuuu uupueuuu R.
1

uupuueuuuu uuupueuuul

Vrai

Q2 : upupueuuu n’est pas un théoréme, car un théoréme ne peut pas
contenir plus d’un symbole p et on peut démontrer ¢a par récurrence.

Le raisonnement par récurrence : Les raisonnements en mathématique
se font généralement par dérivation ou par déduction comme par exemple
dans la Q1. Mais il existe aussi un autre type de raisonnement, que 1’on
appelle raisonnement par récurrence, particuliérement adapté lorsqu’il est
demandé de prouver des propriétés portant sur n parameétres. Par exemple,
essayant de démontrer 1’égalité suivante :

14+2+3+4+....4n = % quelque soit le nombre n, bien sur Gauss était
astucieux car il a pu démontrer cette formule en se basant sur la somme des
n premiers nombres entiers positifs.
S, =1+2+3+4+....+(-1) +n
Sp = n + (n-1) + (n-2)+ (n-3) +...+ 2 + 1

Si on fait la somme colonne par colonne, on trouve :
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2S, = (n+1)+(n+1)+(n+1)+(n+1)+(n+1) = n(n+1) d’ou la formule S,
_ (m)(n+1)
-2

On peut aussi se rabattre sur le raisonnement par récurrence pour prouver
cette formule et il y a deux démonstrations a faire :

— Montrer que la formule est vraie pour n = 1, en effet 1 = (1.2)/2

— On suppose que la formule est vraie a un certain rang n puis on montre

qu’elle reste vraie au rang suivant.

Si on prend par exemple S, 1 = 14+2+43+4+....4n+(n+1)=S,, + (n+1)
= (")(Qﬂ +(n+1), la formule étant supposée vraie au rang n. Il reste a fac-
toriser et a réduire au méme dénominateur cela donne a la fin W qui
est la formule au rang n+1.

Ces deux démonstrations étant faites, nous pouvons affirmer que la pro-
priété est vraie pour tout rang n.
Revenant maintenant a la question 2 (Q2) pour démontrer que upupueuuu
n’est pas un théoréme, on prend ’axiome du systéme qui est le upueuu on
remarque qu’il existe uniquement un seul p alors que le mot proposé "upu-
pueuuu" contient deux p. Passant maintenant au rang 1 selon I'arbre de
dérivation on constate qu’il y a toujours un seul p dans les deux mots gé-
nérés et ainsi de suite sachant que le passage d’un rang a un autre se fait a
base des deux régles Ry et Ro.

3.3 Les propriétés d’un systéme formel

La propriété de consistance Un systéme formel est consistant (c¢’est-a-
dire non contradictoire) si on ne peut pas prouver a la fois que A est un
théoréme et son contraire aussi (F A et = = A) ou bien - A et =+ A. Un
systéme non consistant est dit inconsistant.

La propriété de complétude Un systéme formel est dit complet s’il four-
nit une stratégie permettant d’atteindre la solution si celle-ci existe. C’est-a-
dire , il a la capacité de pouvoir prouver tous les théorémes valides.

La propriété de décidabilité On dit qu'un systéme formel est décidable
s’il existe une procédure mécanique permettant d’établir en un temps fini si
un mot du langage est ou n’est pas un théoréme.
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La saturation d’un systéme formel Un SF est saturé si et seulement si
en ajoutant une formule f qui n’est pas un théoreéme, le SF devient inconsis-
tant.

3.4 Exercices

Exercice 1
1. Définissez un systéme formel de telle sorte qu’on puisse produire les théo-
remes kst, kstst, kststst,........ a partir d’un axiome k.

2. Définissez un systéme formel de telle sorte que I’on puisse produire les
théorémes ca, caba, cababa, cabababa, cababababa,..., etc.L’axiome est c.

3. Définissez un systeme formel de telle sorte que I’on puisse produire les
théorémes b, ba, baa, baaa, baaaa,...,etc. L’axiome est b.

Exercice 2 Soit le systéme MIU qui comprend :

— L’alphabet S = {M, I, U}

— L’axiome A = {M1}

— les regles :
— Ry : si une chaine se termine par un I on peut ajouter un U a la fin,
— Ry : si on a une chaine Mx on peut former Mxx (ol x est une chaine

quelconque),

— Rg3 : on peut remplacer III par un U dans une chaine,
— Ry : on peut supprimer toute paire UU.

1. Prouver que MUIUI est un théoreme.
2. UM est-il un théoréme ?

3. MU est-il un théoréme ?

Exercice 3 Soit le systeme formel p-q
S—{p./.qa} A~ {pq} R —
—a-x— /z/
— b-zpy — xp/y/ (x et y sont des mots du systéme)

Peut-on dériver les chaines suivante : //p/q///:/p//a/3///]//p//]a//]]]]]]]"
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Exercice 4 Soit un systéme formel composé :

d’un alphabet {A, B,C, D},

Des axiomes D, DD,

des regles de production :
— a- ajouter C a la fin d’une chaine quelconque.
— b- ajouter un A au début et a la fin d’'une chaine quelconque.
— ¢- remplacer un C par un B dans une chaine.

Parmi les chaines suivantes, lesquelles sont des théorémes ? Donner les preuves
DC, DCCC, DCCA, AAADAAA, AAADAAAA, AADCCCABBA.

Exercice 5 Soit le systéme formel S (X, A, W, R) tel que :

— X : c’est 'ensemble de lalphabet tel que ¥ = {a, b, ¢},
— A : c’est I'ensemble des axiomes qui ont la forme suivantes A = {a**1bc?~1|i >

1},

— W : représente 'ensemble des fbfs générées a partir des axiomes et des
fbfs déja générées,

— R : c’est Pensemble des régles tel que R = {r; : (a®bc™,aPbc") —
ak—i—nbcm—i—p}

Q1 : Est ce que les formules suivantes sont des théorémes a*bc?, a®bc’, a®bc® ?

Q2 : Donner les différentes formes possibles de théorémes.
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Chapitre 4

Chapitre 4 : La logique
propositionnelle

4.1 Introduction

Dans le cadre de la logique classique, une proposition est un énoncé décla-
ratif (une assertion) auquel nous pouvons assigner la valeur "vrai" ou "faux",
mais pas les deux : on appelle ¢a la logique propositionnelle.

Dans le cadre de la logique propositionnelle, deux approches de résolu-
tion sont possibles : la premiére est une approche déductive, parfois appelée
théorie de la preuve, qui permet de décider si oui ou non une formule est dé-
montrable, la seconde est une approche sémantique, parfois appelée théorie
des modéles, elle fait appel a la notion d’interprétation d’une formule.

Dans ce chapitre, nous allons présenter ces deux approches et nous clo-
turons le chapitre par la notion de complétude qui établit I’équivalence entre
les deux approches.

4.2 Langage

4.2.1 Alphabet

Définition 1 : L’alphabet de la logique propositionnelle est constitué de :
— Un ensemble dénombrable de variables propositionnelles (ou formules
atomiques , ou encore atomes).
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On entend par proposition atomique (formule atomique), un énoncé in-
décomposable, par exemple : il pleut, la route est mouillée, ce chat est blanc,
..., plus abstraitement : P, Q,..... . Ainsi, nous utilisons P, Q, R, Py, Ps,.....
pour les variables propositionnelles.

— les connecteurs —, A, V, —, <> et les parenthéses.

La négation —A : "non A" (c’est a dire A n’est pas le cas), le connecteur
de la négation est un connecteur unaire. Si on prend la proposition A = "ce
chat est blanc" | la négation de A n’est pas "ce chat est noir", mais tout
simplement "ce chat n’est pas blanc".

La conjonction A A B : "A et B", ce connecteur est binaire.
La disjonction A vV B : "A ou B", ce connecteur est binaire.
L’implication A — B : "Si A alors B", ce connecteur est binaire

L’équivalence A <> B : "A ssi B", ce connecteur est binaire.
— Les séparateurs ou bien les parenthéses ( et ).

4.2.2 Les formules bien formées

Définition 2 : 1’ensemble des formules ou formules bien formées (fbf) de
la logique propositionnelle est le plus petit ensemble de mots construits sur
I’alphabet tel que :

— Si A est une formule atomique alors A est une formule bien formée,

— —A est une formule bien formée si A est une formule bien formée,

— (A A B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bien

formeées,

— (A V B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bien

formées,

— (A — B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bien

formées,

— (A < B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bien

formées.

Pour éviter les ambiguités et minimiser ’emploi des parenthéses, on intro-
duit une priorité entre les connecteurs. Apreés les parenthéses le connecteur
de la négation a la plus forte priorité, la conjonction, la disjonction, I'impli-
cation et enfin ’équivalence.
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Exemple : En mettant les parenthéses, déterminer ’ordre de priorité des
connecteurs de la formule suivante :

PAN-QVR— S+ XVY

Solution: PA-QVR — S+ XVY = ((PA=(Q))VR) — S) < (XVY)

4.3 Théorie de la preuve

Nous allons maintenant nous intéresser a la méthode déductive qui permet
de décider si une fbf est un théoréme ou non. Notons, qu’un axiome est une fbf
posée comme étant un théoréme sans démonstration, et qu’'un théoréme est
une fbf démontrable a partir des axiomes en utilisant les régles d’inférence ;
tout le probléme de la déduction consiste a engendrer des théorémes a partir
d’autres théorémes (dont les axiomes) ; ceci se fait par des régles d’inférence.

4.3.1 Les axiomes

Ils sont obtenus a partir des schémas d’axiomes suivants, en remplacant
A B et C par n’importe quelle fbf.

Voici les schémas d’axiomes de la logique propositionnelle :

- la. (A— (B—A))
1b.(A—-B)—= (A= (B—C)) - (A—0))

- 1lc.(A->(B—-0C)—= (A= B)—= (A= ()

- 1d. (A= B)—»(B—=C)—=(A—=0))

- 2. A—(B— AAB)

- 3a. ANB— A

-~ 3b. ANB— B

- 4a. A—-AVB

-~ 4b. B— AV B

.(A-C)>(B—-C)—=(AvB—())

-6.B—((B—C)—0)

- T7T.A— A

- 8. (A — —-B) - (B—A)

. (A= B)—= ((B—A) - (A+ B))

_>
%

\
o

\
©
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4.3.2 Reégle d’inférence

Dans la logique propositionnelle, il y a une seule régle d’inférence appelée
modus-ponens.

Si P,
et P — Q,
On conclut Q

Si on note = @ cela indique que la formule Q est un théoréme.

4.3.3 Notion de démonstration

Une fbf Q est un théoréme, si et seulement si, il existe une démonstration
dont la derniére formule est Q.

La notion de démonstration (ou dérivation, ou preuve) peut étre étendue
a une " démonstration a partir des hypothéses ". Ainsi prouver qu’'une pro-
position P est un théoréme, revient & chercher une démonstration dont la
derniére fbf est P.

Exemple 1 : Soit & démontrer que A — A est un théoréme.

Solution :

I.LFA—=(A— A) sh 1a

2FA—-A—-A4)) - (A= (A=A = A) = (A= A4) sh 1b
remplacer le B par A — A et le C par A

33 F(A= (A=A —-A)—> (A=A m.p 1,2

4 FA—- (A=A — A sh la remplacer le B par A — A

5FA— A m.p 3,4

Exemple 2 : Etablir la déduction suivante :

A— (B—C),BFA—=C

Solution :

1.-B 2 éme Hyp
2.-B—(A— B) sh.1la
3.FA—> B m.p 1,2

4 FA—-B) - (A= (B—=0)—=(A—=0)) sh.1b
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5F(A— (B—=0)) — (A= C) m.p 3,4
6.FA— (B—C) 1 ére Hyp
7.FA=C m.p 5,6

4.3.4 Théoréme de déduction

Définition 3 : Si P est une fbf, et E un ensemble de fbf, on dit que P est
une conséquence de E ou P est déductible a partir de E tel que les éléments
de E sont appelés les hypothéses ou prémisses de la démonstration. Nous
noterons "P est une conséquence de E" par F F P.

Si E = {E, Ey, ..., E,}, alors, la notation est : Ey, Fs, ..., E, = P. Cela per-
met d’énoncer le théoréme de déduction.

Théoréme de la déduction : Si E est un ensemble de fbf et P et QQ sont
des fbf :
Si E,PFQ alors EF P — Q (E,P désigne E U{P} (U c’est 'union ensem-
bliste)).

Dans le cas ou E — (), cela nous donnerait : Si P+ Q alors - P — Q.
Un cas particulier intéressant du théoréme de la déduction est le suivant :

Si El,Eg, ,En F P alors El,EQ, ...,En_l H (En — P) .

4.4 Théorie des modéles

Dans I'approche déductive du calcul propositionnel on s’est intéressé a
la notion de théoréme démontrable, en utilisant des axiomes et des reégles
d’inférence. La deuxiéme approche historiquement postérieure est basée sur
la notion de validité et d’invérifiabilité d’une fbf. L’objectif est de pouvoir
assigner a une fbf des valeurs de vérité.

La théorie des modeéles ou ’aspect sémantique fait appel a la notion d’in-
terprétation. L’interprétation d’une fbf consiste a donner des régles permet-
tant de lui affecter une valeur de vérité vrai ou faux (que nous noterons V
ou F).

pour une formule de la logique propositionnelle, cela consistera a affecter
des valeurs de vérité vrai ou faux a chacun des atomes de la formule, et
a évaluer I’ensemble de la formule en fonction des tables de vérité, nous
disposons ainsi d'une procédure mécanique pour calculer la valeur de vérité

26



de n’importe quelle fbf. Une telle méthode suppose que I’on connaisse la fagon
dont les connectives transmettent les valeurs de vérité.

4.4.1 Notion d’interprétation et notion de modéle

Définition 4 : Une interprétation I (ou une valuation) est une application
de I'ensemble des variables propositionnelles dans ’ensemble des valeurs de
vérité {V, F'}.

Une formule contenant n atomes aura 2" interprétations. Dans le calcul
propositionnel, le nombre d’interprétations est donc toujours fini.

on peut noter une interprétation / d’'une fbf A ayant n composants par
I = {V,Vs,....;V,} ou V; tel que i € {1,..,n} représente un atome ou sa
négation.

Définition 5 : Une interprétation donnée [ peut étre étendue a I’ensemble
des formules par :

A B -A ANB AvVB | A-=B | A< B
\% \% F \% \% \% \%
\Y F F F \Y% F F
F \Y \Y F \Y \Y F
F F \Y F F \Y \4

Exemple : Donnez la table de vérité de la formule suivante : PV (Q) — R)

Q—R | PV(Q—R)

| | | | < < < <5 o
| | < < | | < <O
| < | < 1| < 1| < =

<| <™ <|<|<| =] <
<<= < << <] <

Définition 6 : Quand une interprétation I vérifie une fbf F, on dit que [
est un modeéle de la formule F.
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Définition 7 : Si E est un ensemble de tbf {F}, F5, ..., F,,},I est un modéle
de E, si et seulement si I est un modéle pour toutes les formules de E. Donc :
I est un modeéle de E <> I est un modéle pour Fi A Fo A ... A F,.

Définition 8 (conséquence logique) : Une formule A est une consé-
quence logique de Ay, Ay, ..., A, noté Ay, As, ..., A, E A ssi tout modéle de
Aq, Ay, ..., A, est un modéle de A.

4.4.2 Notion de validité

Définition 9 : Une fbf est dite valide (ou tautologique) ssi elle est vraie
pour toute ses interprétations , indépendamment de la valeur de vérité des
atomes qui la composent ; Autrement dit, c’est la combinaison des connec-
tives qui en fait une tautologie.

Définition 10 : Une fbf est dite vérifiable s’il existe au moins une inter-
prétation I pour laquelle la formule est vraie. De méme, nous dirons qu’un
ensemble E de fbf est vérifiable, si et seulement si, il existe une interprétation
I qui est un modele de E.

Définition 11 : Une fbf est dite invérifiable si et seulement si elle est fausse
pour toutes ses interprétations.

Théoréme 1 : Une fbf Q est une conséquence valide de P (ou découle
logiquement de P), si et seulement si toute interprétation vérifiant P, vérifie
aussi Q.

P = @ sera la notation pour Q est une conséquence valide de P.

4.5 Equivalence de deux formules et formes
normales

Théoréme 2 : Deux fbf P et Q sont dites équivalente (ou P est équivalent
a Q) si et seulement si, les valeurs de vérité de P et Q sont les mémes pour

28



toute interprétation de P et Q.

Exemple : Les formules P et () sont équivalentes
P—-—AvBetQ—=BVA

En outre, si 'ensemble des symboles propositionnels de P et Q, ne sont pas
les mémes, il parait inapproprié d’utiliser cette formule, nous dirons alors
pour établir I’équivalence :

deux fbf P et ) sont équivalentes si et seulement si on a a la fois P = @, et
Q = P. Cela revient a dire P = @ est valide (P = ) est une abréviation de
P est équivalent a Q).

Théoréme 3 : Pour toutes formules P, Q, R les paires de formules suivantes
sont équivalentes :

— Idempotence : (PV P)=Pet (PANP)=P.

— Commutativité : (PVQ)=(QVP)et (PANQ)=(QAP).

— Associativité : (PVQ)VR)=(PV(QVR))et ((PANQ)AR) =
(PN(QANR)).

— Absorption : (PV(PAR))=Pet (PN(PVR))=P.

— Distributivité: (PA(QVR)) = ((PAQ)V(PAR)) et (PV(QAR)) =
(PVQ)A(PVR)).

— Complémentarité : ——P = P.
— Lois de Morgan : =(PVQ) = (-PA-Q) et 7(PAQ) = (-PV-Q).

— Tautologie : (F'V G) = F si F est une tautologie
(F'ANG) =G si F est une tautologie.

— insatisfiabilité : (F'V G) = G si F est invérifiable
(F'ANG) = F siF est invérifiable.

Ce théoréme utilisé en conjonction avec le théoréme 2 |, nous permet de
simplifier les formules.
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Exemple : Soit F — ((AV—(BAA))A(CV(DVC))) , simplifiez la formule F.

1. (AV=(BANA)AN(CV(DV(O))

2. = ((AV(=BV-A)A(CV(DVC)) 2 éme loi de Morgan
3.=((AV(mAV-B))A(CV(DVC)) commutativité du
V

4. =((AVv-A)V-B)A(CV (DVC()) associativité du V
5. =(AV-A)AN(CV(DV(D)) 1 ére tautologie.

6. =(CVv(DVvC(O)) 2 éme tautologie.
7.=(Cv(CVD)) commutativité du V
8.=(CVvC(C)VvD) associativité du Vv

9. =(CVD) idempotence.

Définition 12 : Un littéral est un atome ou la négation d’un atome.

Définition 13 : Une conjonction de littéraux est une formule composée de
littéraux reliés par I'opérateur A.

Définition 14 : Une disjonction de littéraux est une formule composée de
littéraux reliés par la connective V.

Définition 15 : Une formule est dite sous forme normale conjonctive
si et seulement si, c’est une conjonction de disjonction de littéraux.

Définition 16 : Une formule est dite sous forme normale disjonctive
si et seulement si, c’est une disjonction de conjonction de littéraux.

théoréme 4 : Pour toute formule du calcul propositionnel, on peut trou-
ver au moins une formule équivalente sous forme normale conjonctive, et une
autre sous forme normale disjonctive. Il existe une procédure de transfor-
mation qui pour toute formule f, transforme cette formule sous une forme
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normale conjonctive ou disjonctive.

Cette procédure consiste a :

— Eliminer respectivement les connectives logiques <+ puis — en utilisant
les lois :
PoQ=(P—Q)AQ—P)
P—-Q=-PVvVQ

— Réduire la portée de la négation par ’application répétitives des lois
de complémentarité et de Morgan.

— Utiliser les lois de distributivité, et les équivalences entre formules.

Exemple : Soit a trouver la FNC (forme normale conjonctive) de la for-
mule suivante : 7((AA B) V (C A =D)).

Solution :

1. 2((AANB)V (CAN=D))
2= (-(AANB)AN=(C AN-D)) 1 ére loi de Morgan
3. =((mAV-B)A(=CV D)) elle est sous forme normale conjonctive.

4.6 Equivalence entre les deux approches

En conclusion, nous donnons quelques résultats qui ont été établis pour
la logique propositionnelle, notamment les équivalences entre "approche dé-
ductive et 'approche sémantique.

— La sureté de la logique propositionnelle : la logique proposition-
nelle est sure on dit aussi correcte, dans le sens ou, si une formule P
et démontrable (approche déductive) alors elle est valide (approche sé-
mantique).

Si - P alors = P.

— La complétude de la logique propositionnelle : la logique pro-
positionnelle est compléte, ¢’est-a-dire si une fbf est valide, alors c’est
un théoréme.

Si = P alors - P.

— La décidabilité de la logique propositionnelle : la logique propo-
sitionnelle et décidable. Il existe un algorithme permettant de décider
en un nombre fini de pas, pour toute formule d’entrée, si cette formule
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est ou n’est pas un théoréme : un tel algorithme est une procédure de
décision.

— La cohérence de la logique propositionnelle : la logique proposi-
tionnelle est cohérente ; Pour toute fbf P, on ne peut pas déduire a la
fois P et —P.
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4.7 Exercices

Exercice 1
1. Soit A la proposition suivante : « Tous les hommes sont barbus ». Cochez
les formulations correctes de la proposition —A.
O] « Tous les hommes ne sont pas barbus.»
« Aucun homme n’est barbu.»
« Il existe un homme qui n’est pas barbu.»
« Il existe au moins un homme qui n’est pas barbu.»
« Il n’existe qu’un seul homme qui n’est pas barbu.»

Ooodo

2. Voici une liste de propositions A et B simples, dont vous connaissez la
valeur de vérité. Dans chaque cas, exprimez la valeur de vérité de la propo-
sition A A B.

F
O A : « Paris est la capitale de la France.» et B : « 1+1 = 2».
0 A : « Un chat a cinq pattes.» et B : « Un carré a quatre cotés.».
UJ A : « Un triangle rectangle a un angle droit.» et B : « Deux
droites paralléles se coupe en un point.».
O O A «3%8=232» et B: « Paris est la capitale de la France.».
0 O A : « Berlin est la capitale de ’Espagne.» et B : « Un triangle
rectangle a trois cotés égaux.».
0 O A : « Une mouche sait voler.» et B : « Le canada est un pays du
continent américain.».

oogd<

3. Voici une liste de propositions A et B simples, dont vous connaissez la
valeur de vérité. dans chaque cas, exprimez la valeur de vérité de la proposi-
tion AV B.

F
U A : « Paris est la capitale de la France.» et B : « 14+1 = 2».
0 A : « Un chat a cinq pattes.» et B : « Un carré a quatre cotés.».
U A : « Un triangle rectangle a un angle droit.» et B : « Deux
droites paralléles se coupe en un point.».
O O A «3%8=232» et B: « Paris est la capitale de la France.».
o A : « Berlin est la capitale de I’Espagne.» et B : « Un triangle
rectangle a trois cotés égaux.».
0o o A : « Une mouche sait voler.» et B : « Le canada est un pays du
continent américain.».

oogd<
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Exercice 2 Les expressions suivantes sont elles des formules bien formées ?
LpA=q, 2.pVVr, 3. (pV(-p), 4 (pV —p).

Exercice 3 Donnez les tables de vérités des formules suivantes. puis indi-
quez les équivalences entre ces formules.

L. =(pAgq),2. =pV =g 3. ~(pVq),4 -pA=q,5.pV(pAq),6.pA(pVa),
7.p

Exercice 4 Soient p et q deux variables propositionnelles signifiant respec-
tivement « il fait froid » et « il pleut ». Ecrire une phrase simple correspondant
a chacun des énoncés suivants :

1.=p,2.pNq,3.pVq, 4. qV —=p, 5. =p A\ —q, 6. 7—q

Exercice 5 Soient p : « Eric lit Match » , q : « Eric lit 'Express » et r :
« Eric lit les Echos ».

Donnez une formule logique pour chacune des phrases suivantes :

1. Eric lit Match ou I’Express, mais ne lit pas les Echos ».

2. Eric lit Match et I’Express, ou il ne lit ni Match ni les Echos.

3. Ce n’est pas vrai qu’eric lit Match mais pas les Echos.

4. Ce n’est pas vrai qu’Eric lit les Echos ou I’Express mais pas Match.

Exercice 6 Enigme.Trois collégues Ahmed, Ali et mostafa déjeunent en-
semble chaque jour ouvrable. Les affirmations suivantes sont vraies :

1. Si Ahmed commande un dessert, Ali en commande un aussi,

2. Chaque jour, soit Mostafa, soit Ali, mais pas les deux, commandent un
dessert,

3. Ahmed ou Mostafa, ou les deux, commandent chaque jour un dessert,
4. Si Mostafa commande un dessert, Ahmed fait de méme.

Questions :
1. Exprimer les données du probléme comme des formules proposition-

nelles.

2. Que peut on déduire sur qui commande un dessert ?
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3. Est ce qu’on peut arriver a la méme conclusion en supprimant 1'une
des quatre affirmations ?

Exercice 7 Connecteur de Sheffer. On définit le connecteur de Sheffeur
noté | (barre de Sheffer) qui est le NAND par p| q = =(p A q).

1. Donner la table de vérité de la formule (p | q).
2. Donner la table de vérité de la formule ((p | q)|(p | q))-

3. Exprimer les connecteurs —, V et — en utilisant la barre de Sheffer.

Exercice 8 FEtablir les tables de vérité des formules suivantes et dites si
elles sont valides, vérifiables ou invérifiables :

a. (" PAN—-Q) — (-PVR)
b. PAN(Q — P)— P
c. (PVQ)AN-PA-Q
d.(P=>Q)AN(QVR)AP
e. (PVQ)—R)< P

Exercice 9 Trouvez les formes normales disjonctives :
a. AVBVC)A(CV-A)

b. (Av B)A(CV D)

c. ((AvB)—=C)

Exercice 10 Trouvez les formes normales conjonctives :
a. (AVB)— (CAD)

b. (AV (=B A(CV (=D AE))))

c. A+ (BAN-O)

Exercice 11 Démontrez que les formules suivantes sont des théorémes :
a. - A+ A, sachant qu’il ne faut pas prendre A — A comme axiome.
b.F-B— (B — A)

Exercice 12 Etablir les déductions suivantes :
a.A— (B—C),ANBFC
b.A—-(B—-C),BFA—-C

35



c. A BNC,ANC - EFE
d. E,E— (AND),DVF -GFG
Les axiomes de la logique propositionnelle sont :

la. (A — (B — A))

1b. (A— B) - ((A— (B—C)) - (A—QC))
lc. (A—> (B—C)) = ((A— B) - (A—C))
1d. (A— B) - ((B—=C) - (A—C))

2. A— (B— AAB)

3a. ANB— A

3b. ANB— B

4a. A— AV B

4b. B - AV B
(A—>C)—>(B—>C)—(AVvB —=Q))
.B— ((B—C)—C)

A=A

. ("A—> -B) » (B— A)

.(A— B) = ((B— A) - (A + B))

© 0w,
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Chapitre 5

Chapitre 5 : La logique des
prédicats du premier ordre

5.1 Introduction

La logique des prédicats a pour but de généraliser la logique des propo-
sition. On peut considérer un prédicat comme un énoncé général ot appa-
raissent des variables. Par exemple : "L’amphi X est grand" "Si X est pére
de Y et de Z alors Y et Z sont fréres".

Si ’on remplace toutes les variables d'un prédicat par des valeurs définies
on obtient une proposition a laquelle on pourra associer une interprétation
(vrai, faux). Ainsi, X = Al, dans le premier exemple donne "L’amphi A1 est
grand". Un prédicat représente donc une classe de propositions.

Par l'introduction de quantificateurs on peut représenter le fait qu’un
énoncé est vrai pour toutes les valeurs possibles des variables ou qu’il existe au
moins une valeur des variables qui rend 1’énoncé vrai. Par exemple : "quelque
soit X si X est un homme alors X est mortel". Les variables pouvant prendre
leur valeur dans des ensembles infinis, les quantificateurs permettent donc
d’énoncer des faits correspondant a une infinité de propositions.

5.2 Langage

5.2.1 L’alphabet
L’alphabet de la logique des prédicats est constitué de :
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— Un ensemble dénombrable de symboles de prédicats a 0, 1, ou plusieurs
arguments, notés p, q, r, ...., homme, mortel, pére,....
— Un ensemble dénombrable de variables d’objets (ou variables d’indi-
vidu), notées x, y, z, X1, Xa,.....
— Un ensemble dénombrable de fonctions a 0, 1, ou plusieurs arguments,
notées f, g,...., pére-de,....
— Les quantificateurs V et J.
— Les connecteurs =, A, V, — ainsi que les parenthéses de la logique pro-
positionnelle.
Notation.
Les fonctions a 0 arguments sont appelées constantes (souvent notées a, b,
..., Socrate,...).
Les prédicats a 0 arguments ne sont rien d’autre que des variables proposi-
tionnelles.

Exemple : Ecrire en langage formel de la logique du premier ordre les as-
sertions suivantes :

Tous les chats, sont noirs : Va(Chat(x) — Noir(z))
Certains chats sont noirs : Jx(Chat(x) A Noir(z))
Aucun chat, n’est noir : Vx—(Chat(x) A Noir(x))

Dans le domaine des entiers naturels, pour tout entier naturel, il existe un
nombre premier qui lui est supérieur : Vz3y(Pre(y) A Sup(y, x))

5.2.2 Définitions

Un terme : l’ensemble des termes est le plus petit ensemble de mots
construits sur 'alphabet de la logique des prédicats tel que :

— Toute variable est un terme,
— f(t1, ..., t,) est un terme si f est une fonction a n arguments et ti, ..., t,
sont des termes.

Formule atomique : Si P est un prédicat & n arguments et ¢4, ....,, sont
des termes alors P(ty, ...., t,) est une formule atomique. Quand n = 0, la for-
mule atomique est une proposition.
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Formule bien formées : Une formule atomique est une fbf.

Si P et Q sont des fbfs, et x une variable, alors : =P, PAQ,PV Q,P —
Q, P < Q, (Vz)P,et(3x)P sont des fbfs.

La priorité entre les connectives est la méme que dans la logique proposition-
nelle ; Quand aux quantificateurs "V" et "3", ils ont la méme priorité que "—=".

Littéral : Si L est une formule atomique, (L) et (—=L) sont appelés des
littéraux. L et =L sont dits littéraux complémentaires.

5.2.3 La portée d’un quantificateur

Une variable est liée dans une formule si et seulement si elle est dans la
portée d’un quantificateur. Dans les fbfs (Vz)P, et (3x)P, P est la portée
des quantificateurs.

Une variable qui n’est pas liée dans une formule est dite libre . Une va-
riable peut donc étre libre et liée dans la méme formule.

Dans la tbf : (P(z) V VzQ(z)), x est libre dans P(x), mais elle est liée
dans Q(x).

Une fbf fermée est une fbf qui ne contient pas de variables libres (elle
contient seulement des constantes ou des variables quantifiées universelle-
ment ou existentiellement), sinon elle est ouverte.

Si P est une fbf et t un terme, t est dit libre pour x dans P, si et seulement
si lorsqu’on remplace une occurrence libre de x par t aucune variable de t ne
devient liée. Dans la suite, on ne considére que les formules sans variable libre.

La fermeture d’une fbf P, est définie comme la fbf fermée obtenue a par-

tir de P, en la préfixant avec des quantificateurs universels portant sur les
variables libres dans P.

Exemple : La fermeture de : P(z,y,2) — (Jy)Q(z,y, 2) est
VavyVz(P(z,y, z) = (Jy)Q(z,y, 2))
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5.2.4 Les formules congrues

Considérons la formule : Vx(P(x) A JzQ(x,2) — JyR(x,y)) V Q(z,x)
(1)

Dans la partie 3xQ(z, z), chaque x est 1ié par 3z, ce qu’on peut indiquer
en attachant un indice 1 a chacun des x pour montrer qu’ils vont ensemble.
On fera de méme pour les autres variables. En mettant les indices on doit tou-
jours partir de I'intérieur, en procédant selon I’ordre suivi dans la construction
de la formule. Par souci de normalité, on choisira de commencer la numérota-
tion a chaque étape par le quantificateur le plus a gauche. Soit la formule (1) :

1- V(P (z) A 3xQ(x, z) — JyR(z,y)) V Q(z, )
2- Vaz(P(xs) A Ju1Q(x1, 2) = FyaR(ws, 12)) V Q(2, @)

les occurrences demeurées sans indices sont libres. En effacant les va-
riables liées, on obtient :

3-V3(P(3) A31Q(1, z) — F2R(3,2)) V Q(z, )

Soit la formule (2) :

1- Vy(P(y) A 32Q(z, z) — F2R(y, 2)) V Q(z, x)
2- Yys(P(y3) A r1Q(z1, 2) — J22R(ys3, 22)) V Q(z, )
3-V3(P(3) A31Q(1,2) — F2R(3,2)) V Q(z,x)

Ceci montre que les formules (1) et (2) sont congrues.

5.2.5 La substitution et I'instantiation

L’opération de substitution consiste a remplacer certaines variables libres
d’une formule libre F par des termes.

Si F est une formule ou x, 2o, .....,z, sont des variables libres, et o la

substitution (t1/z1, ...... ,tn/Ty), Fo dénote la formule obtenue en remplagant
toutes les occurrences de x; dans F par ¢; tel quei =1 a n.

Exemple : F = Q(z,y1) <> Va(R(x,2z1) V S(x,41))
o = (z/z,9(a,b)/y1)
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Fo = Q(zx.9(a.b)) > Va(R(z, 2) v S(z,g(a.})))

On dira qu’une substitution instancie x si elle remplace x par un terme ou
n’apparait aucune variable. Ainsi, la substitution (zs3/z, g(a,b)/y;) instancie
y1 mais pas X.

5.3 La méthode déductive : Théorie de la preuve

De la méme maniére que pour la logique propositionnelle, nous donnons
les axiomes et les régles d’inférence de la logique du premier ordre.

5.3.1 Les axiomes

Nous gardons les schémas d’axiomes de la logique propositionnelle, aux-
quels on a rajouté :

— Le schéma universel : Vo P(x) — P(a)
— Le schéma existentiel : P(a) — 3xP(z)

5.3.2 Les régles d’inférence
Modus Ponens : PP - QF(Q

La régle universelle : Elle permet de passer de la forme C' — A(z) a la
forme C' — Vx A(x)

La régle existentielle : Elle permet de passer de la forme A(x) — C a la
forme JxA(x) — C C ne contenant pas d’occurrence libre de x.

Théoréme de déduction : Si E est un ensemble de fbf fermées et P et QQ
sont des fbf fermées : Si E, P - Q, alors EF P — @ (E, P désigne E U{P})

Exemple : Etablir la déduction suivante : Vy(R — P(y)) - R — VaP(x)

1-Vy(R — P(y)) Hyp
2-Vy(R — P(y)) = (R — P(y)) sh V
3-R — P(y) m.p 1,2
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4- R — YyP(y) régle V
- (R = VyP(y)) = (R = (WP(y) = VzP(z))) = (R — VzP(z)))
sh 1b

6- (R — (VyP(y) — VaP(z))) — (R — VaP(x)) m.p 4,5
7-VyP(y) — P(x) sh.V
8- VyP(y) — Ve P(x) régleV
9- (VyP(y) — VzP(z)) = (R — (VyP(y) = VzP(x))) sh.1la
10- R — (VyP(y) — VzP(x)) m.p 8,9
11- R — VaP(x) m.p 6,10

5.4 L’approche sémantique

Nous gardons la méme démarche que celle adoptée dans la présentation de
la logique propositionnelle. Aprés avoir répondu a la question si une formule
F est démontrable ou pas (en utilisant I’approche déductive), on se pose
maintenant la question de savoir si une fbf F est valide ou non. On ne pourra
pas procéder comme pour la logique propositionnelle, et I'un des problémes de
la logique du premier ordre va consister a trouver les procédures permettant
d’établir qu’une formule est invérifiable.

5.4.1 Notion d’interprétation

Dans la logique propositionnelle, on a noté que I'interprétation d’une for-
mule consiste a affecter des valeurs de vérité vrai ou faux a chacun des atomes
et & évaluer 'ensemble en fonction des tables de vérité des différents connec-
teurs. Dans la logique du premier ordre, une interprétation I d’une formule
P est définie par :

— Un ensemble non vide D appelé le domaine de I'interprétation,

— Une correspondance entre les constantes et les éléments de D,

— Une correspondance entre chaque fonction n-aire et une application de
D" — D,

— Une correspondance entre chaque prédicat n-aire et une application de
D" — {V, F}.

Interprétation des variables : A chaque variable, on fait correspondre
un élément de D.
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Interprétation des termes :
— Les variables sont interprétées comme ci-dessus,
— A chaque constante, on fait correspondre un élément de D,
— Sit),t,...,t sont les interprétations des termes t, s, ...., ¢, et f’ I'in-
terprétation de f, alors I’élément f'(t],t), ..., 1) de D est I'interprétation
du terme f(tq,t9,....,t,).

Interprétation des formules dans {Vrai, Fauzx} :
— Si la formule P(ty,ts,....,t,) est un atome, sa valeur de vérité est celle
de P'(t},t,,...,t) ou P’ est l'application associée & P et ¢} est 'inter-
prétation du terme ¢;,

— Si la formule est de la forme =P, PAQ,PV Q,P — Q, P < (@, alors
la valeur de vérité de la formule est donnée par la table de vérité des
différentes connectives,

— Si la formule est de la forme Jx P, la valeur de vérité de cette formule
est "vrai" s§’il existe un élément d de D tel que P est vrai relativement
aux interprétations des variables, des termes et formules, a condition
de remplacer la variable x par d. Dans les autres cas, la valeur de vérité
est "faux",

— Si la formule est de la forme Vx P, alors la valeur de vérité de cette
formule est "vrai", si pour tout élément d de D, P a la valeur "vrai"
par rapport a I, & condition de remplacer x par d (notation P(x/d)),
sinon la valeur de vérité est "faux".

La valeur de vérité d’'une formule fermée ne dépend pas de l'interprétation
des variables. On peut donc parler de la valeur d'une formule fermeée, relati-
vement a une interprétation.

Contrairement a ce qui se passe pour la logique propositionnelle, il y a
en général un nombre infini d’interprétations pour une formule de la logique
des prédicats du premier ordre; Il n’y a donc pas d’équivalent a la notion de
table de vérité.

Exemple : Soit la formule F' = Va(3xP(x) — P(z)) A P(y), a interpréter
sur le domaine D = {1, 2}.
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On cherche d’abord a connaitre les variables libres et les variables liées.
Ainsi, on a :
Vo (Jz1 P(xy) — P(xs)) A P(y), la variable y est libre dans la formule, on
donne donc les interprétations relatives a x :

X flz) | folz) | fs(x) | falz)
1 Vv v F F
2 Vv F Vv F

La table de vérité est :

P(x) y Va(JzP(x) — P(x)) A P(y)
fi 1 \Y%
J1 2
f2 1
f2 2
[ 1 F
JE! 2
Ja 1
Ja 2

Le calcul de la valeur de vérité de la premiére ligne est le suivant :

( fi(l) v
r=1 v dxr v ou
f1(2) v _>f1(1> v
Ve wvq et A fi(1) v
fi(l) v — f1(2) v
r=2 v dxr v<{ ou
L f1(2) v

5.4.2 Notion de validité et notion de modéle

Soient F' une fbf fermée, et S = {P;, Ps, ....., P,} un ensemble fini de fbf
fermées. F et S appartenant au calcul des prédicats du premier ordre.

Définition 1 : F est vérifiable si et seulement si, il existe une interpréta-
tion I telle que la valeur de vérité de F relativement a I est "vrai".
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Si F' est vrai pour linterprétation I, on dit que I est un modéle pour
F, et que [ vérifie F. S est vérifiable s’il existe une interprétation I qui
est un modéle pour chaque formule de S. Donc : I est modéle pour S, si et
seulement si, I est un modéle pour Py AP, A.... A\ P, sinon S est invérifiable.

Définition 2 : F est valide , si et seulement si, chaque interprétation [
pour F vérifie F. S est valide si chacune de ses interprétations est un modéle
pour S.

Définition 3 : F est dite conséquence valide de S, si pour toute inter-
prétation 7, I est un modeéle de S implique que I est un modéle pour F.

F est une conséquence logique de S, si et seulement si, Py A P, A ... A
P, — F est valide.

Théoréme 2 : F est une conséquence valide de S, si et seulement si ,
S U{=F} est invérifiable.

5.5 L’équivalence entre les deux approches

A Tlinstar de la logique propositionnelle, nous concluons le chapitre par
I’équivalence entre I'approche déductive et 'approche sémantique.

La sureté et la complétude : La logique du premier ordre est sure, si
une fbf est démontrable, alors elle est valide

HFP—EP

La logique du premier ordre est compléte. Une fbf P est un théoréme si
et seulement si, elle est valide (théoréme de complétude établit par Godel)

=P okP

La complétude de la logique des prédicats est intéressante, puisqu’on peut
montrer la validité d’une fbf en utilisant la théorie de la preuve.
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La décidabilité : La logique des prédicats est semi-décidable, car il
existe une procédure de preuve qui permet d’établir qu'une fbf est un théo-
réme (en appliquant des régles d’inférences aux axiomes et aux théorémes).
Pour les fbf qui ne sont pas des théorémes ces procédures ne donnent pas de
réponses en un nombre fini de pas.
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5.6 Exercices

Exercice 1 Modélisez les phrases suivantes en logique des prédicats, pré-
cisez le vocabulaire utilisé.

— Tous les étudiants aiment la logique.

— Tous les étudiants n’aiment pas une matiére.

— Les étudiants qui ont une bonne note en logique sont les meilleurs.

Exercice 2 Soient les phrases suivantes :
a- Tous les hommes sont mortels.

b- Socrate est un mortel.

¢- Socrate est un homme.

— Identifier les prédicats.
— Exprimer dans la logique des prédicats a, b, c.
— peut on déduire I’énoncé b a partir de a et ¢? justifier.

Exercice 3 Soient les énoncés suivants :
1. Les personnes qui ont la grippe A doivent prendre du Tamiflu.
2. Les personnes qui ont de la fiévre et qui toussent ont la grippe A.
3. Ceux qui ont une température supérieure a 38 ont de la fievre.
4. Mohamed tousse et a une température supérieure a 38.
5. Mohamed doit prendre du Tamiflu.

Modélisez en logique du premier ordre les énoncés ci-dessus en utilisant
les prédicats suivants :
— grippe (x) : x a la grippe A.
prendre (x,y) : x doit prendre y.
fievre (x) : x a de la fiévre.
tousse (x) : x tousse.
— temp (x, t) : x a la température t.
— sup (X, y) : X est supérieur a y.
utilisez aussi les constantes suivantes : 38, Mohamed, Tamiflu.

Exercice 4 Etablir la table de vérité des formules suivantes : (sachant que
le domaine d’interprétation est D = {1,2})

a- Ve P(x) — J2Q(x).

b- VxP(x,y) A JzP(z).
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Exercice 5

a- Etablir les déductions suivantes :
— VaVyA(z,y) F A(z,y).
- Vz(P(x) = Q(z)),VoP(z) F VzQ(x).
- P(a),Vz(P(z) = Q(z)) - Q(a).

b- Démontrer : Vo P(z) — JzP(x).

5.7 Note bibliographique

Les définitions du chapitre 2 ont été extraites du livre de Jean Yves Gi-
rard traduit de l’anglais par Julien Basch et Patrice Blanchard [Gir99|. Le
chapitre 3 reprend quelques notes du cours "logique formelle" fait par Mme
Kempf [Kem07|, du livre de salem "introduction a la logique formelle" [Sal91|
et du livre de Gérard Chazal |[Cha96| avec quelques exercice de la série de
TD de Mme Bahi |[Bah06].

Les définitions des chapitres 4 et 5 ont été extraites des livres " Ma-

thematical logic and formalized theories" [L.R74|, "logique mathématique"
|[KCDO03| et "Eléments de logique mathématique théorie des modeles " [KK67].
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