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Chapitre 1Chapitre 1 : Introdu
tion à ladé
idabilité
1.1 Introdu
tionIl y a maintenant des dizaines de siè
les que les mathémati
iens dé
riventet utilisent des méthodes de 
al
ul permettant de résoudre leurs problèmes.Mais jusqu'à une date relativement ré
ente (1934) ils ne savaient pas de façonpré
ise 
e qu'est une méthode de 
al
ul.La fa
ulté étonnante des mathématiques à transformer en objets 
e qui
onstitue leurs méthodes et leurs te
hniques, les rappro
he de la philosophie.Cette fa
ulté d'autoré�exivité permet par exemple de prendre les théories ma-thématiques pour objets d'études (et don
 de théorèmes) 
omme les nombresentiers et les équations aux dérivées partielles sont objets d'études et de théo-rèmes.Et e�e
tivement, à propos du problème des méthodes de 
al
ul, l'autoré-�exivité des mathématiques a fon
tionné, donnant naissan
e à une série de
on
epts et de résultats qui sont parmi les plus profonds et les plus fé
ondsdu vingtième siè
le.Exemples :� Algorithmes,� Fon
tions 
al
ulables,� Problèmes dé
idables et indé
idables.Aujourd'hui les mathémati
iens possèdent une dé�nition pré
ise de 
equ'on doit appeler méthode de 
al
ul, ils savent exa
tement quels sont les3



problèmes qu'elles peuvent traiter, et mieux en
ore, ils savent que 
ertainsproblèmes ne sont pas "traitables" En e�et, et 
'est là l'un des aspe
ts les plusextraordinaires de 
es travaux, ils permettent d'établir des résultats négatifs,
'est-à-dire de la forme : pour tel problème non seulement au
une méthoden'est a
tuellement 
onnue, mais au
une ne le sera jamais.Ces problèmes pour lesquels on démontre qu'il n'existe au
une méthodede 
al
ul adaptée s'appellent des problèmes indé
idables.Les premiers résultats d'indé
idabilité des années 1930 semblaient arti-�
iels, très vite on s'est aperçu que des problèmes assez simples entraientdans la 
lasse des problèmes indé
idables. En parti
ulier en informatique, denombreuses questions naturelles qui se posent aux programmeurs se révèlentaprès étude 
orrespondre à des problèmes indé
idables. Lorsqu'on démontrequ'un problème P est indé
idable, on en déduit : - qu'on doit renon
er à lerésoudre tel quel, et don
 que, - qu'il faut trouver une version simpli�ée deP, puis, soit réussir à la résoudre, soit à nouveau établir qu'elle est en
oreindé
idable et don
 la simpli�er en
ore, et
 (les fon
tions ré
ursives).1.2 Petit historiqueLa notion informelle d'algorithme est extrêmement an
ienne et les pro
é-dés que nous avons appris à l'é
ole primaire pour additionner deux nombresé
rits en base dix ou pour les multiplier sont des algorithmes.En fait, au début du siè
le les mathémati
iens ne soupçonnaient pas qu'onpourrait arriver à pré
iser vraiment 
ette notion, ni en
ore moins, qu'on pour-rait démontrer pour 
ertains problèmes qu'au
un algorithme n'existe.Le travail d'identi�
ation et de formulation de la notion d'algorithmefut e�e
tué en plusieurs étapes entre 1931 et 1936 par les mathémati
iensChur
h, Kleene, Turing et Gödel.Ils introduisirent plusieurs 
lasses di�érentes de fon
tions dont ils mon-trèrent ensuite qu'elles 
oïn
idaient, et qu'ils re
onnurent alors 
omme la
lasse des fon
tions 
al
ulables. Une fon
tion est 
al
ulable s'il existe unefaçon �nie de la dé
rire qui permette e�e
tivement d'en 
al
uler toutes lesvaleurs. La dé�nition pré
ise de la notion de fon
tion 
al
ulable �xe en mêmetemps 
elle d'algorithme, et on peut don
 dire qu'en 1936 la formulationexa
te de la notion d'algorithme était a
quise. De toutes les dé�nitions �-4



nalement équivalentes de la notion d'algorithme formulées dans les années1930 et depuis, 
elle donnée par Turing en 1936 est la plus pratique pour lesthéori
iens, et on l'utilise en
ore aujourd'hui. C'est sur elle que nous allonsnous appuyer plus loin pour dé�nir la notion d'algorithme.Chaque année des dizaines de résultats de dé
idabilité ou d'indé
idabilitésont établis dans de nombreux domaines des mathématiques et on peut être
ertain, tant les questions ouvertes restent nombreuses, que 
e mouvementn'est pas prêt de 
esser. I
i nous nous intéresserons uniquement au problèmede la possibilité d'un algorithme ou de son impossibilité, et non pas au pro-blème de l'e�
a
ité qui lui aussi est à l'origine d'un domaine de travail et deré�exion des plus vivants aujourd'hui.1.3 Quelques problèmes dé
idables, semi-dé
idableset indé
idablesProblème A.Soient m et n deux entiers donnés > 1. m est-il un multiple de n ? On saitqu'il est vrai que : 12 est un multiple de 2, et qu'il est faux que : 16 est unmultiple de 5. On sait même bien plus que 
ela, on sait 
omment s'y prendrepour déterminer pour tout n et tout m quand est vrai que "m est un multiplede n" et quand est faux que : "m est un multiple de n".Il su�t en e�et de :� Faire la division de m par n,� Regarder le reste obtenu, r,� Si r = 0 alors il est VRAI que "m est un multiple de n",� Sinon il est FAUX que "n est un multiple de m".Ce pro
édé général et systématique de 
al
ul, 
onstitue un algorithme(informel). C'est un pro
édé absolument sûr, qui fon
tionne en un temps �nipour tous les jeux de données possibles et 
onduit toujours à la bonne ré-ponse : il montre que le problème A est dé
idable.Remarquons bien que pour être pré
is quand on parle de problème dé
i-dable ou indé
idable il faut indiquer 
e que sont les paramètres du problème.Dans notre exemple n et m sont deux entiers > 1. En fait on ne 
her
he pasà résoudre un problème unique, on 
her
he à résoudre une 
lasse in�nie deproblèmes, i
i tous les problèmes : 5



2 est-il un multiple de 2 ?3 est-il un multiple de 2 ?................................10 est-il un multiple de 3 ?................................Problème B.Problème des nombres premiers. Soit n un entier donné > 1n est-il un nombre premier ?Problème C.Il existe aussi des problèmes qui sont semi dé
idables.Exemple : Soit le programme P suivant :�3x + 1� Est-
e que le programme 
i-dessous s'arrête sur un x donné ?while x > 1 do
{ if (x mod 2 = 0) then x := x/2 ;else x := 3x + 1 ; }Réponse. Pour 
e problème, on peut utiliser la pro
édure suivante : `apartir de x donné exé
uter 
e programme, et s'il s'arrête retourner �OUI�. Par
ontre, si pour un 
ertain x le programme �3x + 1� bou
le, 
ette pro
édurene pourra jamais donner la réponse �NON�. Une telle pro
édure s'appelle unsemi-algorithme on peut dire aussi que 
'est un programme semi dé
idable.Il est in
onnu s'il existe un algorithme de dé
ision pour 
e problème, quipour 
haque x donné renvoie une réponse 
orre
te �OUI� ou �NON�.Problème D.Il y a aussi des problèmes indé
idables.Exemple :Soit l'algorithme A′P(x) { tant que AP(x) (si x est pair) alors x := x*2 }.Il est évident que si on lui passe 
omme paramètre un x pair, 
et algorithmene se terminera jamais don
 il est indé
idable.
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Chapitre 2Chapitre 2 : Une brèveintrodu
tion à la 
al
ulabilitéave
 la ma
hine de Turing et lesfon
tions primitives ré
ursives
2.1 Introdu
tionUn programme peut être 
onsidéré 
omme la dé
omposition de la tâ
he àréaliser en une séquen
e d'instru
tions élémentaires (manipulant des donnéesélémentaires) 
ompréhensibles par l'automate programmable que l'on désireutiliser. Cependant, 
haque automate programmable (en pratique 
haquepro
esseur) se 
ara
térise par un jeu d'instru
tions élémentaires qui lui estpropre. Dans la pratique, 
ette diversité est résolue par l'existen
e de 
ompi-lateurs ou d'interpréteurs qui traduisent les instru
tions du langage (évolué)mis à disposition des programmeurs en plusieurs instru
tions élémentaires(langage ma
hine) du pro
esseur utilisé. Cependant, 
ette solution n'est passu�sante pour les besoins de l'informatique théorique, qui requière une re-présentation uni�ée de la notion d'automate programmable, permettant dedémontrer des résultats généraux (dé
idabilité, 
omplexité, ...) vrais pourl'ensemble des automates programmables 
on
rets que l'on peut envisager.A 
ette �n a été développée la notion de ma
hine de Turing, qui 
onstitue uneabstra
tion (et une formalisation) de la notion d'automate programmable.la ma
hine de Turing est un modèle de ma
hine théorique fondamentalpour la théorie de la 
al
ulabilité et de la 
omplexité. Malgré sa simpli
itéextrême, on peut démontrer qu'elle est 
apable de simuler toute opération7



réalisable par n'importe quel pro
esseur, aussi puissant soit-il. Elle résumede manière saisissante le 
on
ept d'ordinateur et 
onstitue un support idéalpour raisonner autour de la notion d'algorithmique.Il existe de nombreuses formulation de 
ette ma
hine, et si 
elle qui vasuivre ne 
orrespond pas exa
tement à 
elle que vous 
onnaissez, 
'est sansgrande importan
e, 
ar il est très fa
ile de montrer qu'elles sont équivalentes.2.2 La dé�nition formelle d'une ma
hine deTuring (MT)Une ma
hine de Turing est présentée 
omme un quintuplet 〈Q,A, q0, b, d〉où :� Q est un ensemble �ni d'états,� A est un ensemble �ni d'alphabet,� q0 ∈ Q représente l'état initial,� b est un symbole n'appartenant pas à A appelé symbole blan
,� d est une fon
tion de transition de Q x B −→ (B ∪{<,>}) x Q, ave
B = A ∪{b}.Nous allons donner une des
ription plus physique du fon
tionnementd'une ma
hine de Turing. Pour reprendre l'idée même de Alan Turing (le
réateur de la ma
hine qui porte aujourd'hui son nom). Une ma
hine de Tu-ring n'est rien d'autre qu'une ma
hine à é
rire modi�ée. C'est-à-dire au lieude travailler sur une feuille de papier, la ma
hine de Turing opère sur unebande in�nie à gau
he et à droite (indexée par l'ensemble Z des entiers re-latifs) à l'aide d'une tête de Le
ture/ É
riture. La bande est 
onstituée deplusieurs 
ellules, 
haque 
ellule 
ontenant un symbole de l'alphabet A ou unsymbole blan
. On dit qu'une 
ellule est vierge si le symbole qu'elle 
ontientest le symbole blan
. La tête de Le
ture/É
riture est 
apable :� D'é
rire un symbole dans la 
ellule 
ourante (
elle sur laquelle la têtese pointe),� D'e�a
er le 
ontenu de la 
ellule 
ourante (équivaut à é
rire le symboleblan
),� De se dépla
er d'une 
ellule vers la gau
he ou vers la droite (< et >dans la dé�nition),� De lire le symbole 
ontenu dans la 
ellule 
ourante.8



Exemple. La ma
hine vue dans la �gure suivante est une ma
hine qui litun � b � dans l'état p, passe à l'état q, é
rit un � a � à la pla
e du � b � etdépla
e sa tête de le
ture à gau
he.
Figure 2.1 � Exemple d'une ma
hine de TuringDu point de vue du modèle, les trois premières opération sont représen-tées par l'ensemble B ∪{<,>}, 
'est-à-dire on é
rit un symbole de B (si 
esymbole est b, on 
onsidère qu'on e�a
e la 
ellule), ou on dépla
e la tête deLe
ture/ É
riture d'une 
ellule vers la gau
he ou la droite. Notons que dansla majorité des ouvrages, 
es opérations sont représentées par l'ensemble Bx {<,>},i.e. on é
rit un symbole de B et on dépla
e la tête de Le
ture/É
riture vers la gau
he ou la droite.La fon
tion de transition d et le 
ontenu initial de la bande qui vontdéterminer la séquen
e des opérations exé
utées par la ma
hine ; Au débutde l'exé
ution, la ma
hine est dans l'état initial q0 et la tête de le
ture/É
riture est par 
onvention pla
ée sur la 
ellule indexée par 0 ; L'égalité d(q,s) = (o, q′) se lit : si la ma
hine de Turing est dans l'état q et que la 
ellule
ontient le symbole s (on dit que la tête de Le
ture/ É
riture lit le symboles), alors la ma
hine de Turing réalise l'opération o et passe à l'état q′.On appelle instru
tion d'une ma
hine de Turing , tout quadruplet (q, s,o, q′) tel que d(q, s) = (o, q′). Se donner un ensemble d'instru
tions, don
 dequadruplets de Q x B x (B ∪{<,>}) x Q revient à dé�nir le graphe d'unefon
tion de transition, les deux appro
hes sont don
 équivalentes. L'ensembledes instru
tions est appelé programme de la ma
hine de Turing. Quand lama
hine est dans un état q, qu'elle lit un symbole s et que la fon
tion d n'est9



pas dé�nie pour le 
ouple (q, s), on dit que la ma
hine s'arrête et que l'étatq est un état d'arrêt.Exemple appli
atif. É
rire la ma
hine de Turing qui re
onnait les motsde longueurs paires sa
hant que l'alphabet = {a,#}, si la longueur du motest paire la ma
hine é
rit T sur la bande sinon elle é
rit F.Solutionq0 a D q1q1 a D q2q2 # T q3q3 T arrêtq2 a D q4q4 a D q2q4 # F q4q1 # F q4q4 F arrêt2.3 Les fon
tions primitives ré
ursivesLes fon
tions primitives ré
ursives ont été introduites par Godel en 1934dans son travail sur l'in
omplétude. Elles permettent de dé
rire des fon
tionsdont il est 
lair que le 
al
ul termine toujours. Elles 
orrespondent ainsi auxfon
tions qui peuvent être 
al
ulées sans l'instru
tion "While" dans un lan-gage typé 
omme Pas
al, 
'est à dire ave
 des " if-then-else" et des "for".L'obje
tif de 
ette petite 
lasse est de se 
onvain
re de 
ette expressivité etd'observer une partie de ses limitations.Informellement, 
es fon
tions 
al
ulables sont 
elles que l'on peut dé�nirsur l'ensemble des entiers naturels N par ré
urren
e :
⋃

k∈N Fk ave
 Fk = N
k −→ NElles sont 
omme suit :� Les fon
tions de base,� La 
omposition de fon
tions,� le mé
anisme de ré
ursion.

10



2.3.1 Dé�nition des fon
tions primitives ré
ursives debase� La fon
tion zéro() ou O() ∈ F0 tel que O() = 0,� La fon
tion su

esseur su

(x) ou σ(n) ∈ F1 tel que σ(n) = n+1,� La fon
tion de proje
tion projki ou πk
i ∈ Fk, k > 1, 1 6 i 6 k tel que

πk
i (n1, ..., nk) = ni.Exemple : π3

2(5, 6, 8) −→ 6.2.3.2 Dé�nition de la 
omposition de fon
tionsSoient g ∈ Fl et h1, ..., hl ∈ Fk. La 
omposition de g et des fon
tions
h1, ..., hl est dé�nie par f ∈ Fk tel que :f(n) = g(h1(n), ..., hl(n)) ave
 n = (n1, ..., nk)Exemple : dans 
et exemple, on représente la 
omposition par ◦, on peutaussi la représenter par Comp.su

 ◦ Zéro −→ 1,su

 ◦ su

 ◦ Zéro −→ 2,su

 ◦ π3

3(0, 2, 5)−→ 6.2.3.3 Dé�nition de la ré
ursion primitiveSoient g ∈ Fk et h ∈ Fk+2, la fon
tion f ∈ Fk+1 tel que :� f(n, 0) = g(n),� f(n, m+1)= h(n,m,f(n,m))Est la fon
tion dé�nie à partir de g et h par ré
ursion primitive.Remarque : La fon
tion f est 
al
ulable si g et h sont 
al
ulables.On peut aussi représenter la ré
ursion par le s
héma ré
ursif suivant :Fon
tion f(x, k)Si : k=0F(x)Sinon :G(x, k-1, f(x, k-1))FinFinOn a rempla
é les fon
tions g par F et h par G pour dire qu'il y a plu-sieurs représentations formelles. Si F et G sont primitives ré
ursives alors f11



est primitives ré
ursives, f fait la ré
ursivité sur l'argument k, tant dis quel'argument x est une donnée supplémentaire.2.3.4 Dé�nition des fon
tions primitives ré
ursivesD'une manière générale, les fon
tions primitives ré
ursives sont toutes lesfon
tions que l'on peut 
onstruire à partir des fon
tions de base par 
ompo-sition et ré
ursion primitive.Exemple : Montrez que la fon
tion +(x, k) est primitive ré
ursive.En se basant sur le s
héma ré
ursif vu pré
édemment, on peut avoir :Fon
tion +(x, k)Si : k=0F(x)Sinon :G(x, k-1, f(x, k-1))FinFinDon
 pour F on prend la fon
tion identité π1
1(x) et pour la fon
tion G onprend su

 ◦π3

3 
'est à dire :Fon
tion +(x, k)Si : k=0
π1
1(x)Sinon :su

 ◦π3

3(x, k-1, f(x, k-1))FinFinExemple appli
atif : +(5,3)+(5,3) = su

 ◦π3
3(5,2,+(5,2)) =su

 ◦π3

3(5,2,su

 ◦π3
3(5,1,+(5,1)) =su

 ◦π3

3(5,2,su

 ◦π3
3(5,1,su

 ◦π3

3(5,0,+(5,0))=su

 ◦π3
3(5,2,su

 ◦π3

3(5,1,su

 ◦π3
3(5,0,π1

1(5))))Comme : π1
1(5)=5 alors :su

 ◦π3

3(5,0,+(5,0)) = 6 etsu

 ◦π3
3(5,1,+(5,1)) = 7 et en�n 12



su

 ◦π3
3(5,2,+(5,2)) = 8On remarque que nous avons réussi à 
onstruire la fon
tion + par la règlede ré
ursion à partir des deux fon
tions primitives ré
ursives :� La fon
tion F = π1

1 qui est une fon
tion de base (la proje
tion)� La fon
tion G = succ ◦ π3
3 qui est une 
omposition de deux fon
tionsde base la proje
tion et la fon
tion su

esseur.Remarque 1 : Dans la ré
ursion, l'ordre des arguments de la fon
tionG(x, k-1, f(x, k-1)) n'est pas important, on peut trouver dans d'autres do
u-ments G(x,f(x, k-1), k-1).Remarque 2 : On peut aussi résoudre le problème en utilisant la règlede ré
ursion 
omme suit :+(x,0) = x + 0 = x = π1

1+(x, y+1) = +(x,y)+1 = su

(+(x,y)) = succ(π3
2(x,+(x, y), y)) = succ ◦

π3
2(x,+(x, y), y).Remarque 3 : L'obje
tif de la partie "Fon
tion primitives ré
ursives"est d'abord de voir un autre modèle de 
al
ul que la ma
hine de Turing ave
ses di�érentes formes et de montrer que les fon
tions primitives ré
ursives etla ma
hine de Turing ont le même pouvoir expressif ave
 bien sur le λ-
al
ul(qui n'est pas dans le programme).2.4 Remarques pour les TDA�n d'avoir une représentation de la MT beau
oup plus algorithmique,nous é
rirons les instru
tions de la manière suivante :� état 
ourant � � symbole � � opération � � état suivant �.� opération � peut être un dépla
ement vers la droite � D � ou vers lagau
he � G � ou bien le rempla
ement du symbole lu par un autre. Exemple :q0 s D q1 qui représente un dépla
ement vers la droite après la le
ture dusymbole s, q0 s s′ q1 dans 
e 
as il n' y a pas un dépla
ement par 
ontre il ya un rempla
ement du symbole s par le symbole s′.Au départ, la tête de L E est toujours pla
ée sur un symbole di�érent dusymbole blan
 et on ne bou
le pas sur l'état initial.
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2.5 Exer
i
esExer
i
e 1 soient les instru
tions suivantes d'une MT quel
onque :q0 s0 D q1q0 s1 s2 q2q1 s0 D q1q1 s2 D q1q1 s1 D q2q1#q2 s2 G q3q3 (s0/s1/s2) G q3q3#Dérouler 
ette MT sur la séquen
e suivante : #s0s0s2s1s2s1s2s0s2# sa
hantque le # est le symbole blan
.Exer
i
e 2 É
rire la MT qui étant donné un mot sur le ruban 
omposédes symboles a et b, détermine si le mot se termine par un b ou non. Elleé
rit à la �n du mot un T si vrai et un F sinon. Le blan
 = $.Exer
i
e 3 Modi�er la MT pré
édente pour qu'elle véri�e si le mot enentrée se termine par le même symbole de départ (qu'il soit a ou b).Exer
i
e 4 Les valeurs en base 10 
orrespondants aux 
odes ASCII deslettres sont :� A : 65 ; B : 66 ; C : 67 ; et
,� a : 97 ; b : 98 ; 
 : 99 ; et
.Pour passer du 
ode ASCII d'une lettre minus
ule à 
elui de la majus
ule
orrespondante, il su�t de transformer le 3 ème bit en partant de la gau
hede 1 à 0. Par ailleurs, les deux premiers bits sont toujours égaux à � 01 � etles 5 derniers bits ne sont pas modi�és.A : 65 = 01000001 et a : 97 = 01100001C : 67 = 01000011 et 
 : 99 = 01100011É
rire la MT qui transforme une lettre minus
ule en lettre majus
ule.
14



Exer
i
e 5 É
rire la MT qui re
onnait la séquen
e 0001 dans un motsa
hant que le ruban 
ontient plusieurs mots et l'alphabet Σ = {0, 1,#}. Ily a plusieurs mots sur le ruban séparés par un seul #. Deux # su

essifsdésignent la �n de la séquen
e.Exer
i
e 6 É
rire la MT qui véri�e si un mot donné sur le ruban 
ontientla séquen
e de 
ara
tères suivants : � aab �. Le blan
 = # et il y a plusieursmots sur le ruban séparés par un seul #. Deux # su

essifs désignent la �n.A = {a, b,#}. On é
rit un T ou un N.Exer
i
e 7 É
rire la MT qui rempla
e le "0" qui vient après deux "1"par un "1". A = {0, 1,#}, q0 est l'état initial et le ruban 
ontient une seuleséquen
e.Exer
i
e 8 É
rire la MT qui transforme le mot sur le ruban é
rit sur
{a, b,#} de telle sorte que tous les "a" soient au début. Exemple : aabbabadevient aaaabbb.Exer
i
e 9 Montrez que les fon
tions suivantes sont primitives ré
ursives :1. La fon
tion plus = x + y,2. La fon
tion Sigma = Σx

i=0i,3. La fon
tion prédé
esseur (pred(x)),4. La fon
tion di�éren
e (di�(x,y)) telle que di�(x,y) = {x−y si x>y
0 si x≤y ,5. La fon
tion di�éren
e absolue |x− y| = {x−y si x≥y

y−x si x<y,6. La fon
tion alpha tel que α(x) = {1 si x=0
0 si x 6=0,7. La fon
tion multipli
ation mult = x * y,8. La fon
tion fa
torielle Fa
t(x) = x!.
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Chapitre 3Chapitre 3 : Introdu
tion auxsystèmes formelsL'expression " système formel " se 
ompose de deux mots :� Système : qui est dé�ni 
omme étant un ensemble d'éléments maté-riels ou non dépendant les uns des autres de manière à former un tout
ohérent et organisé,� Formel : 
'est-à-dire qui porte prin
ipalement sur la forme et ne tientpas 
ompte du 
ontenu.3.1 Dé�nitionLes systèmes Axiomati
o-Dédu
tifs ou systèmes formels (SF) fournissentun 
adre général pour exprimer et étudier de façon rigoureuse et mathéma-tique les notions d'axiomatique et de mé
anismes dédu
tifs.Un système formel est don
 un pro
édé mé
anique de 
onstru
tion desphrases d'un langage, une entité idéale qui engendre sous forme de théorèmestoutes les 
onséquen
es qui dé
oulent selon des 
ritères déterminés (règles)d'un ensemble de propositions initiales 
onsidérées 
omme vérités premières(axiomes). Les expressions qui �gurent dans un système formel n'ont au
unsens et résultent des possibilités opératoires pré
isées dans les règles de ma-niement du système. Lorsqu'on 
onstruit un système formel 
'est en généralave
 l'intention de représenter dans 
e système une théorie non formalisée. lebut de la formalisation est alors de permettre une étude pré
ise et systéma-tique des aspe
ts stru
turaux des théories s
ienti�ques.
16



3.2 ComposantsUn système formel S est 
omposé d'un quadruplet :� Un ensemble �ni et dénombrable de symboles appelé alphabet,� Un sous ensemble ré
ursif W de l'ensemble de suites �nies de S appelé "Ensemble de formules bien formées " 
onstruites à partir de l'alphabet,� Un sous ensemble A de W appelé ensemble d'axiomes,� Un ensemble �ni R de règles (dites en
ore règles d'inféren
e, de dédu
-tion ou de dérivation) telle que R = {R1, R2, ...., Rn}Notion de démonstration : Établir une démonstration dans S revient àtrouver une suite �nie de fbf, f1, f2,...., fk telle que fi (sa
hant que 1 6 i 6 k)est soit un axiome de S, soit une fbf obtenue d'une autre fbf par appli
ationd'une règle d'inféren
e R.Notion de théorème : Une formule d'un système formel est dite un théo-rème si 
'est un axiome, ou bien si la formule est obtenue par appli
ationd'une règle d'inféren
e à un théorème.Une preuve d'un système formel est une suite de formules qui sont soitdes axiomes, soit des formules déduites des formules pré
édentes.Soient f1, f2,...., fk et g des fbf, on note f1, f2,...., fk ⊢ g et on lira qu'àpartir des formules f1, f2,...., fk on peut déduire la formule g.Exemple : Soit le système PEU ave
 :� L'alphabet S = {p, e, u},� W est l'ensemble des fbf formée à partir de l'alphabet (suite de p,e,u),� L'ensemble des axiomes A = {upueuu},� Les règles d'inféren
e sont dé�nies 
omme suit :� R1 : si une expression de la forme AeB est un théorème =⇒ uAeBuest un théorème� R2 : si une expression de la forme AeB est un théorème =⇒ AueuBest un théorème.QuestionsQ1 : Est 
e que uupuueuuuu est un théorème ?17



Q2 : Est 
e que upupueuuu est un théorème ?SolutionsQ1 : On peut démontrer que uupuueuuuu est un théorème en 
onstruisantl'arbre de dérivation.

Q2 : upupueuuu n'est pas un théorème, 
ar un théorème ne peut pas
ontenir plus d'un symbole p et on peut démontrer ça par ré
urren
e.Le raisonnement par ré
urren
e : Les raisonnements en mathématiquese font généralement par dérivation ou par dédu
tion 
omme par exempledans la Q1. Mais il existe aussi un autre type de raisonnement, que l'onappelle raisonnement par ré
urren
e, parti
ulièrement adapté lorsqu'il estdemandé de prouver des propriétés portant sur n paramètres. Par exemple,essayant de démontrer l'égalité suivante :1+2+3+4+....+n = (n)(n+1)
2

quelque soit le nombre n, bien sur Gauss étaitastu
ieux 
ar il a pu démontrer 
ette formule en se basant sur la somme desn premiers nombres entiers positifs.Sn = 1 + 2 + 3 + 4 +....+(n-1) + nSn = n + (n-1) + (n-2)+ (n-3) +....+ 2 + 1Si on fait la somme 
olonne par 
olonne, on trouve :
18



2Sn = (n+1)+(n+1)+(n+1)+(n+1)+(n+1) = n(n+1) d'où la formule Sn= (n)(n+1)
2On peut aussi se rabattre sur le raisonnement par ré
urren
e pour prouver
ette formule et il y a deux démonstrations à faire :� Montrer que la formule est vraie pour n = 1, en e�et 1 = (1.2)/2� On suppose que la formule est vraie à un 
ertain rang n puis on montrequ'elle reste vraie au rang suivant.Si on prend par exemple Sn+1 = 1+2+3+4+....+n+(n+1)= Sn + (n+1)= (n)(n+1)
2

+(n+1), la formule étant supposée vraie au rang n. Il reste à fa
-toriser et à réduire au même dénominateur 
ela donne à la �n (n+1)(n+2)
2

quiest la formule au rang n+1.Ces deux démonstrations étant faites, nous pouvons a�rmer que la pro-priété est vraie pour tout rang n.Revenant maintenant à la question 2 (Q2) pour démontrer que upupueuuun'est pas un théorème, on prend l'axiome du système qui est le upueuu onremarque qu'il existe uniquement un seul p alors que le mot proposé "upu-pueuuu" 
ontient deux p. Passant maintenant au rang 1 selon l'arbre dedérivation on 
onstate qu'il y a toujours un seul p dans les deux mots gé-nérés et ainsi de suite sa
hant que le passage d'un rang à un autre se fait àbase des deux règles R1 et R2.3.3 Les propriétés d'un système formelLa propriété de 
onsistan
e Un système formel est 
onsistant (
'est-à-dire non 
ontradi
toire) si on ne peut pas prouver à la fois que A est unthéorème et son 
ontraire aussi (⊢ A et ⊢ ¬ A) ou bien ⊢ A et ¬ ⊢ A. Unsystème non 
onsistant est dit in
onsistant.La propriété de 
omplétude Un système formel est dit 
omplet s'il four-nit une stratégie permettant d'atteindre la solution si 
elle-
i existe. C'est-à-dire , il a la 
apa
ité de pouvoir prouver tous les théorèmes valides.La propriété de dé
idabilité On dit qu'un système formel est dé
idables'il existe une pro
édure mé
anique permettant d'établir en un temps �ni siun mot du langage est ou n'est pas un théorème.
19



La saturation d'un système formel Un SF est saturé si et seulement sien ajoutant une formule f qui n'est pas un théorème, le SF devient in
onsis-tant.3.4 Exer
i
esExer
i
e 11. Dé�nissez un système formel de telle sorte qu'on puisse produire les théo-rèmes kst, kstst, kststst,........ à partir d'un axiome k.2. Dé�nissez un système formel de telle sorte que l'on puisse produire lesthéorèmes 
a, 
aba, 
ababa, 
abababa, 
ababababa,..., et
.L'axiome est 
.3. Dé�nissez un systeme formel de telle sorte que l'on puisse produire lesthéorèmes b, ba, baa, baaa, baaaa,...,et
. L'axiome est b.Exer
i
e 2 Soit le système MIU qui 
omprend :� L'alphabet S = {M, I, U}� L'axiome A = {MI}� les règles :� R1 : si une 
haine se termine par un I on peut ajouter un U à la �n,� R2 : si on a une 
haine Mx on peut former Mxx (où x est une 
hainequel
onque),� R3 : on peut rempla
er III par un U dans une 
haine,� R4 : on peut supprimer toute paire UU.1. Prouver que MUIUI est un théorème.2. UM est-il un théorème ?3. MU est-il un théorème ?Exer
i
e 3 Soit le système formel p-qS= {p, /, q} A= {pq} R =� a- x → /x/� b- xpy → xp/y/ (x et y sont des mots du système)Peut-on dériver les 
haines suivante : //p/q/// ;/p//q/ ;//////p///q///////// ?
20



Exer
i
e 4 Soit un système formel 
omposé :d'un alphabet {A,B,C,D},Des axiomes D, DD,des règles de produ
tion :� a- ajouter C à la �n d'une 
haîne quel
onque.� b- ajouter un A au début et à la �n d'une 
haîne quel
onque.� 
- rempla
er un C par un B dans une 
haîne.Parmi les 
haînes suivantes, lesquelles sont des théorèmes ? Donner les preuvesDC, DCCC, DCCA, AAADAAA, AAADAAAA, AADCCCABBA.Exer
i
e 5 Soit le système formel S (Σ, A, W, R) tel que :� Σ : 
'est l'ensemble de l'alphabet tel que Σ = {a, b, c},� A : 
'est l'ensemble des axiomes qui ont la forme suivantes A = {a2i+1bc2i−1|i ≥
1},� W : représente l'ensemble des fbfs générées à partir des axiomes et desfbfs déjà générées,� R : 
'est l'ensemble des règles tel que R = {r1 : (akbcm, apbcn) −→
ak+nbcm+p}Q1 : Est 
e que les formules suivantes sont des théorèmes a4bc4, a5bc5, a6bc6 ?Q2 : Donner les di�érentes formes possibles de théorèmes.
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Chapitre 4Chapitre 4 : La logiquepropositionnelle
4.1 Introdu
tionDans le 
adre de la logique 
lassique, une proposition est un énon
é dé
la-ratif (une assertion) auquel nous pouvons assigner la valeur "vrai" ou "faux",mais pas les deux : on appelle ça la logique propositionnelle.Dans le 
adre de la logique propositionnelle, deux appro
hes de résolu-tion sont possibles : la première est une appro
he dédu
tive, parfois appeléethéorie de la preuve, qui permet de dé
ider si oui ou non une formule est dé-montrable, la se
onde est une appro
he sémantique, parfois appelée théoriedes modèles, elle fait appel à la notion d'interprétation d'une formule.Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter 
es deux appro
hes et nous 
l�-turons le 
hapitre par la notion de 
omplétude qui établit l'équivalen
e entreles deux appro
hes.4.2 Langage4.2.1 AlphabetDé�nition 1 : L'alphabet de la logique propositionnelle est 
onstitué de :� Un ensemble dénombrable de variables propositionnelles (ou formulesatomiques , ou en
ore atomes).
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On entend par proposition atomique (formule atomique), un énon
é in-dé
omposable, par exemple : il pleut, la route est mouillée, 
e 
hat est blan
,..., plus abstraitement : P, Q,..... . Ainsi, nous utilisons P, Q, R, P1, P2,.....,pour les variables propositionnelles.� les 
onne
teurs ¬,∧,∨,→,↔ et les parenthèses.La négation ¬A : "non A" (
'est à dire A n'est pas le 
as), le 
onne
teurde la négation est un 
onne
teur unaire. Si on prend la proposition A = "
e
hat est blan
" , la négation de A n'est pas "
e 
hat est noir", mais toutsimplement "
e 
hat n'est pas blan
".La 
onjon
tion A ∧ B : "A et B", 
e 
onne
teur est binaire.La disjon
tion A ∨ B : "A ou B", 
e 
onne
teur est binaire.L'impli
ation A → B : "Si A alors B", 
e 
onne
teur est binaireL'équivalen
e A ↔ B : "A ssi B", 
e 
onne
teur est binaire.� Les séparateurs ou bien les parenthèses ( et ).4.2.2 Les formules bien forméesDé�nition 2 : l'ensemble des formules ou formules bien formées (fbf) dela logique propositionnelle est le plus petit ensemble de mots 
onstruits surl'alphabet tel que :� Si A est une formule atomique alors A est une formule bien formée,� ¬A est une formule bien formée si A est une formule bien formée,� (A ∧ B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bienformées,� (A ∨ B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bienformées,� (A → B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bienformées,� (A ↔ B) est une formule bien formée si A et B sont des formules bienformées.Pour éviter les ambiguïtés et minimiser l'emploi des parenthèses, on intro-duit une priorité entre les 
onne
teurs. Après les parenthèses le 
onne
teurde la négation a la plus forte priorité, la 
onjon
tion, la disjon
tion, l'impli-
ation et en�n l'équivalen
e. 23



Exemple : En mettant les parenthèses, déterminer l'ordre de priorité des
onne
teurs de la formule suivante :
P ∧ ¬Q ∨ R → S ↔ X ∨ YSolution : P ∧¬Q∨R → S ↔ X∨Y = (((P ∧¬(Q))∨R) → S) ↔ (X∨Y )4.3 Théorie de la preuveNous allons maintenant nous intéresser à la méthode dédu
tive qui permetde dé
ider si une fbf est un théorème ou non. Notons, qu'un axiome est une fbfposée 
omme étant un théorème sans démonstration, et qu'un théorème estune fbf démontrable à partir des axiomes en utilisant les règles d'inféren
e ;tout le problème de la dédu
tion 
onsiste à engendrer des théorèmes à partird'autres théorèmes (dont les axiomes) ; 
e
i se fait par des règles d'inféren
e.4.3.1 Les axiomesIls sont obtenus à partir des s
hémas d'axiomes suivants, en remplaçantA,B et C par n'importe quelle fbf.Voi
i les s
hémas d'axiomes de la logique propositionnelle :� 1a. (A → (B → A))� 1b. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C))� 1
. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))� 1d. (A → B) → ((B → C) → (A → C))� 2. A → (B → A ∧ B)� 3a. A ∧B → A� 3b. A ∧ B → B� 4a. A → A ∨B� 4b. B → A ∨B� 5. (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C))� 6. B → ((B → C) → C)� 7. A → A� 8. (¬A → ¬B) → (B → A)� 9. (A → B) → ((B → A) → (A ↔ B))
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4.3.2 Règle d'inféren
eDans la logique propositionnelle, il y a une seule règle d'inféren
e appeléemodus-ponens. Si P,et P → Q,On 
on
lut QSi on note ⊢ Q 
ela indique que la formule Q est un théorème.4.3.3 Notion de démonstrationUne fbf Q est un théorème, si et seulement si, il existe une démonstrationdont la dernière formule est Q.La notion de démonstration (ou dérivation, ou preuve) peut être étendueà une " démonstration à partir des hypothèses ". Ainsi prouver qu'une pro-position P est un théorème, revient à 
her
her une démonstration dont ladernière fbf est P.Exemple 1 : Soit à démontrer que A → A est un théorème.Solution :1. ⊢ A → (A → A) sh 1a2. ⊢ (A → (A → A)) → ((A → ((A → A) → A)) → (A → A)) sh 1brempla
er le B par A → A et le C par A3. ⊢ ((A → ((A → A) → A)) → (A → A) m.p 1,24. ⊢ A → ((A → A) → A) sh 1a rempla
er le B par A → A5. ⊢ A → A m.p 3,4Exemple 2 : Établir la dédu
tion suivante :
A → (B → C), B ⊢ A → CSolution :1. ⊢ B 2 ème Hyp2. ⊢ B → (A → B) sh.1a3. ⊢ A → B m.p 1,24. ⊢ (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C)) sh.1b25



5. ⊢ (A → (B → C)) → (A → C) m.p 3,46. ⊢ A → (B → C) 1 ère Hyp7. ⊢ A → C m.p 5,64.3.4 Théorème de dédu
tionDé�nition 3 : Si P est une fbf, et E un ensemble de fbf, on dit que P estune 
onséquen
e de E ou P est dédu
tible à partir de E tel que les élémentsde E sont appelés les hypothèses ou prémisses de la démonstration. Nousnoterons "P est une 
onséquen
e de E" par E ⊢ P .Si E = {E1, E2, ..., En}, alors, la notation est : E1, E2, ..., En ⊢ P . Cela per-met d'énon
er le théorème de dédu
tion.Théorème de la dédu
tion : Si E est un ensemble de fbf et P et Q sontdes fbf :Si E, P ⊢ Q alors E ⊢ P → Q (E,P désigne E ∪{P} (∪ 
'est l'union ensem-bliste)).Dans le 
as où E = ∅, 
ela nous donnerait : Si P ⊢ Q alors ⊢ P → Q.Un 
as parti
ulier intéressant du théorème de la dédu
tion est le suivant :Si E1, E2, ..., En ⊢ P alors E1, E2, ..., En−1 ⊢ (En → P ) .4.4 Théorie des modèlesDans l'appro
he dédu
tive du 
al
ul propositionnel on s'est intéressé àla notion de théorème démontrable, en utilisant des axiomes et des règlesd'inféren
e. La deuxième appro
he historiquement postérieure est basée surla notion de validité et d'invéri�abilité d'une fbf. L'obje
tif est de pouvoirassigner à une fbf des valeurs de vérité.La théorie des modèles ou l'aspe
t sémantique fait appel à la notion d'in-terprétation. L'interprétation d'une fbf 
onsiste à donner des règles permet-tant de lui a�e
ter une valeur de vérité vrai ou faux (que nous noterons Vou F).pour une formule de la logique propositionnelle, 
ela 
onsistera à a�e
terdes valeurs de vérité vrai ou faux à 
ha
un des atomes de la formule, età évaluer l'ensemble de la formule en fon
tion des tables de vérité, nousdisposons ainsi d'une pro
édure mé
anique pour 
al
uler la valeur de vérité26



de n'importe quelle fbf. Une telle méthode suppose que l'on 
onnaisse la façondont les 
onne
tives transmettent les valeurs de vérité.4.4.1 Notion d'interprétation et notion de modèleDé�nition 4 : Une interprétation I (ou une valuation) est une appli
ationde l'ensemble des variables propositionnelles dans l'ensemble des valeurs devérité {V, F}.Une formule 
ontenant n atomes aura 2n interprétations. Dans le 
al
ulpropositionnel, le nombre d'interprétations est don
 toujours �ni.on peut noter une interprétation I d'une fbf A ayant n 
omposants parI = {V1, V2, ..., Vn} où Vi tel que i ∈ {1, .., n} représente un atome ou sanégation.Dé�nition 5 : Une interprétation donnée I peut être étendue à l'ensembledes formules par :A B ¬A A ∧ B A ∨B A → B A ↔ BV V F V V V VV F F F V F FF V V F V V FF F V F F V VExemple : Donnez la table de vérité de la formule suivante : P ∨ (Q → R)P Q R Q → R P ∨ (Q → R)V V V V VV V F F VV F V V VV F F V VF V V V VF V F F FF F V V VF F F V VDé�nition 6 : Quand une interprétation I véri�e une fbf F, on dit que Iest un modèle de la formule F. 27



Dé�nition 7 : Si E est un ensemble de fbf {F1, F2, ..., Fn},I est un modèlede E, si et seulement si I est un modèle pour toutes les formules de E. Don
 :I est un modèle de E ↔ I est un modèle pour F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn.Dé�nition 8 (
onséquen
e logique) : Une formule A est une 
onsé-quen
e logique de A1, A2, ..., An noté A1, A2, ..., An |= A ssi tout modèle de
A1, A2, ..., An est un modèle de A.4.4.2 Notion de validitéDé�nition 9 : Une fbf est dite valide (ou tautologique) ssi elle est vraiepour toute ses interprétations , indépendamment de la valeur de vérité desatomes qui la 
omposent ; Autrement dit, 
'est la 
ombinaison des 
onne
-tives qui en fait une tautologie.Dé�nition 10 : Une fbf est dite véri�able s'il existe au moins une inter-prétation I pour laquelle la formule est vraie. De même, nous dirons qu'unensemble E de fbf est véri�able, si et seulement si, il existe une interprétationI qui est un modèle de E.Dé�nition 11 : Une fbf est dite invéri�able si et seulement si elle est faussepour toutes ses interprétations.Théorème 1 : Une fbf Q est une 
onséquen
e valide de P (ou dé
oulelogiquement de P), si et seulement si toute interprétation véri�ant P, véri�eaussi Q.
P |= Q sera la notation pour Q est une 
onséquen
e valide de P.4.5 Équivalen
e de deux formules et formesnormalesThéorème 2 : Deux fbf P et Q sont dites équivalente (ou P est équivalentà Q) si et seulement si, les valeurs de vérité de P et Q sont les mêmes pour28



toute interprétation de P et Q.Exemple : Les formules P et Q sont équivalentesP = A ∨B et Q = B ∨AEn outre, si l'ensemble des symboles propositionnels de P et Q, ne sont pasles mêmes, il parait inapproprié d'utiliser 
ette formule, nous dirons alorspour établir l'équivalen
e :deux fbf P et Q sont équivalentes si et seulement si on a à la fois P |= Q, et
Q |= P . Cela revient à dire P ≡ Q est valide (P ≡ Q est une abréviation deP est équivalent à Q).Théorème 3 : Pour toutes formules P, Q, R les paires de formules suivantessont équivalentes :� Idempoten
e : (P ∨ P ) ≡ P et (P ∧ P ) ≡ P .� Commutativité : (P ∨Q) ≡ (Q ∨ P ) et (P ∧Q) ≡ (Q ∧ P ).� Asso
iativité : ((P ∨ Q) ∨ R) ≡ (P ∨ (Q ∨ R)) et ((P ∧ Q) ∧ R) ≡

(P ∧ (Q ∧R)).� Absorption : (P ∨ (P ∧R)) ≡ P et (P ∧ (P ∨ R)) ≡ P .� Distributivité : (P∧(Q∨R)) ≡ ((P ∧Q)∨(P ∧R)) et (P∨(Q∧R)) ≡
((P ∨Q) ∧ (P ∨R)).� Complémentarité : ¬¬P ≡ P .� Lois de Morgan : ¬(P ∨Q) ≡ (¬P ∧¬Q) et ¬(P ∧Q) ≡ (¬P ∨¬Q).� Tautologie : (F ∨G) ≡ F si F est une tautologie
(F ∧G) ≡ G si F est une tautologie.� insatis�abilité : (F ∨G) ≡ G si F est invéri�able
(F ∧G) ≡ F si F est invéri�able.Ce théorème utilisé en 
onjon
tion ave
 le théorème 2 , nous permet desimpli�er les formules. 29



Exemple : Soit F = ((A∨¬(B∧A))∧(C∨(D∨C))) , simpli�ez la formule F.1. ((A ∨ ¬(B ∧ A)) ∧ (C ∨ (D ∨ C))2. ≡ ((A∨(¬B∨¬A))∧(C∨(D∨C)) 2 ème loi de Morgan3. ≡ ((A∨ (¬A∨¬B))∧ (C ∨ (D ∨C)) 
ommutativité du
∨4. ≡ ((A ∨ ¬A) ∨ ¬B) ∧ (C ∨ (D ∨C)) asso
iativité du ∨5. ≡ (A ∨ ¬A) ∧ (C ∨ (D ∨ C)) 1 ère tautologie.6. ≡ (C ∨ (D ∨ C)) 2 ème tautologie.7. ≡ (C ∨ (C ∨D)) 
ommutativité du ∨8.≡ (C ∨ C) ∨D) asso
iativité du ∨9. ≡ (C ∨D) idempoten
e.Dé�nition 12 : Un littéral est un atome ou la négation d'un atome.Dé�nition 13 : Une 
onjon
tion de littéraux est une formule 
omposée delittéraux reliés par l'opérateur ∧.Dé�nition 14 : Une disjon
tion de littéraux est une formule 
omposée delittéraux reliés par la 
onne
tive ∨.Dé�nition 15 : Une formule est dite sous forme normale 
onjon
tivesi et seulement si, 
'est une 
onjon
tion de disjon
tion de littéraux.Dé�nition 16 : Une formule est dite sous forme normale disjon
tivesi et seulement si, 
'est une disjon
tion de 
onjon
tion de littéraux.théorème 4 : Pour toute formule du 
al
ul propositionnel, on peut trou-ver au moins une formule équivalente sous forme normale 
onjon
tive, et uneautre sous forme normale disjon
tive. Il existe une pro
édure de transfor-mation qui pour toute formule f, transforme 
ette formule sous une forme30



normale 
onjon
tive ou disjon
tive.Cette pro
édure 
onsiste à :� Éliminer respe
tivement les 
onne
tives logiques ↔ puis → en utilisantles lois :
P ↔ Q = (P → Q) ∧ (Q → P )
P → Q = ¬P ∨Q� Réduire la portée de la négation par l'appli
ation répétitives des loisde 
omplémentarité et de Morgan.� Utiliser les lois de distributivité, et les équivalen
es entre formules.Exemple : Soit à trouver la FNC (forme normale 
onjon
tive) de la for-mule suivante : ¬((A ∧ B) ∨ (C ∧ ¬D)).Solution :1. ¬((A ∧B) ∨ (C ∧ ¬D))2.≡ (¬(A ∧B) ∧¬(C ∧¬D)) 1 ère loi de Morgan3. ≡ ((¬A∨¬B)∧ (¬C ∨D)) elle est sous forme normale 
onjon
tive.4.6 Équivalen
e entre les deux appro
hesEn 
on
lusion, nous donnons quelques résultats qui ont été établis pourla logique propositionnelle, notamment les équivalen
es entre l'appro
he dé-du
tive et l'appro
he sémantique.� La sureté de la logique propositionnelle : la logique proposition-nelle est sure on dit aussi 
orre
te, dans le sens où, si une formule Pet démontrable (appro
he dédu
tive) alors elle est valide (appro
he sé-mantique).Si ⊢ P alors |= P .� La 
omplétude de la logique propositionnelle : la logique pro-positionnelle est 
omplète, 
'est-à-dire si une fbf est valide, alors 
'estun théorème.Si |= P alors ⊢ P .� La dé
idabilité de la logique propositionnelle : la logique propo-sitionnelle et dé
idable. Il existe un algorithme permettant de dé
ideren un nombre �ni de pas, pour toute formule d'entrée, si 
ette formule31



est ou n'est pas un théorème : un tel algorithme est une pro
édure dedé
ision.� La 
ohéren
e de la logique propositionnelle : la logique proposi-tionnelle est 
ohérente ; Pour toute fbf P, on ne peut pas déduire à lafois P et ¬P .
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4.7 Exer
i
esExer
i
e 11. Soit A la proposition suivante : � Tous les hommes sont barbus �. Co
hezles formulations 
orre
tes de la proposition ¬A.
� � Tous les hommes ne sont pas barbus.�

� � Au
un homme n'est barbu.�
� � Il existe un homme qui n'est pas barbu.�
� � Il existe au moins un homme qui n'est pas barbu.�
� � Il n'existe qu'un seul homme qui n'est pas barbu.�2. Voi
i une liste de propositions A et B simples, dont vous 
onnaissez lavaleur de vérité. Dans 
haque 
as, exprimez la valeur de vérité de la propo-sition A ∧B.V F
� � A : � Paris est la 
apitale de la Fran
e.� et B : � 1+1 = 2�.
� � A : � Un 
hat a 
inq pattes.� et B : � Un 
arré a quatre 
otés.�.
� � A : � Un triangle re
tangle a un angle droit.� et B : � Deuxdroites parallèles se 
oupe en un point.�.
� � A : � 3 * 8 = 32� et B : � Paris est la 
apitale de la Fran
e.�.
� � A : � Berlin est la 
apitale de l'Espagne.� et B : � Un trianglere
tangle a trois 
otés égaux.�.
� � A : � Une mou
he sait voler.� et B : � Le 
anada est un pays du
ontinent améri
ain.�.3. Voi
i une liste de propositions A et B simples, dont vous 
onnaissez lavaleur de vérité. dans 
haque 
as, exprimez la valeur de vérité de la proposi-tion A ∨ B.V F
� � A : � Paris est la 
apitale de la Fran
e.� et B : � 1+1 = 2�.
� � A : � Un 
hat a 
inq pattes.� et B : � Un 
arré a quatre 
otés.�.
� � A : � Un triangle re
tangle a un angle droit.� et B : � Deuxdroites parallèles se 
oupe en un point.�.
� � A : � 3 * 8 = 32� et B : � Paris est la 
apitale de la Fran
e.�.
� � A : � Berlin est la 
apitale de l'Espagne.� et B : � Un trianglere
tangle a trois 
otés égaux.�.
� � A : � Une mou
he sait voler.� et B : � Le 
anada est un pays du
ontinent améri
ain.�.
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Exer
i
e 2 Les expressions suivantes sont elles des formules bien formées ?1. p ∧ ¬q, 2. p ∨ ∨r, 3. (p ∨ (¬p)), 4. (p ∨ ¬p).Exer
i
e 3 Donnez les tables de vérités des formules suivantes. puis indi-quez les équivalen
es entre 
es formules.1. ¬(p ∧ q), 2. ¬p ∨ ¬q, 3. ¬(p ∨ q), 4. ¬p ∧ ¬q, 5. p ∨ (p ∧ q), 6. p ∧ (p ∨ q),7. pExer
i
e 4 Soient p et q deux variables propositionnelles signi�ant respe
-tivement � il fait froid � et � il pleut �. É
rire une phrase simple 
orrespondantà 
ha
un des énon
és suivants :1. ¬p, 2. p ∧ q, 3. p ∨ q, 4. q ∨ ¬p, 5. ¬p ∧ ¬q, 6. ¬¬qExer
i
e 5 Soient p : � Eri
 lit Mat
h � , q : � Eri
 lit l'Express � et r :� Eri
 lit les E
hos �.Donnez une formule logique pour 
ha
une des phrases suivantes :1. Eri
 lit Mat
h ou l'Express, mais ne lit pas les E
hos �.2. Eri
 lit Mat
h et l'Express, ou il ne lit ni Mat
h ni les E
hos.3. Ce n'est pas vrai qu'eri
 lit Mat
h mais pas les E
hos.4. Ce n'est pas vrai qu'Eri
 lit les E
hos ou l'Express mais pas Mat
h.Exer
i
e 6 Énigme.Trois 
ollègues Ahmed, Ali et mostafa déjeunent en-semble 
haque jour ouvrable. Les a�rmations suivantes sont vraies :1. Si Ahmed 
ommande un dessert, Ali en 
ommande un aussi,2. Chaque jour, soit Mostafa, soit Ali, mais pas les deux, 
ommandent undessert,3. Ahmed ou Mostafa, ou les deux, 
ommandent 
haque jour un dessert,4. Si Mostafa 
ommande un dessert, Ahmed fait de même.Questions :1. Exprimer les données du problème 
omme des formules proposition-nelles.2. Que peut on déduire sur qui 
ommande un dessert ?34



3. Est 
e qu'on peut arriver à la même 
on
lusion en supprimant l'unedes quatre a�rmations ?Exer
i
e 7 Conne
teur de She�er. On dé�nit le 
onne
teur de She�eurnoté | (barre de She�er) qui est le NAND par p| q ≡ ¬(p ∧ q).1. Donner la table de vérité de la formule (p | q).2. Donner la table de vérité de la formule ((p | q)|(p | q)).3. Exprimer les 
onne
teurs ¬, ∨ et → en utilisant la barre de She�er.Exer
i
e 8 Établir les tables de vérité des formules suivantes et dites sielles sont valides, véri�ables ou invéri�ables :a. (¬P ∧ ¬Q) → (¬P ∨ R)b. P ∧ (Q → P ) → P
. (P ∨Q) ∧ ¬P ∧ ¬Qd. (P → Q) ∧ (Q ∨R) ∧ Pe. ((P ∨Q) → R) ↔ PExer
i
e 9 Trouvez les formes normales disjon
tives :a. (A ∨B ∨ C) ∧ (C ∨ ¬A)b. (A ∨ B) ∧ (C ∨D)
. ¬((A ∨B) → C)Exer
i
e 10 Trouvez les formes normales 
onjon
tives :a. (A ∨B) → (C ∧D)b. (A ∨ (¬B ∧ (C ∨ (¬D ∧ E))))
. A ↔ (B ∧ ¬C)Exer
i
e 11 Démontrez que les formules suivantes sont des théorèmes :a. ⊢ A ↔ A, sa
hant qu'il ne faut pas prendre A → A 
omme axiome.b. ⊢ ¬B → (B → A)Exer
i
e 12 Établir les dédu
tions suivantes :a. A → (B → C), A ∧B ⊢ Cb. A → (B → C), B ⊢ A → C 35




. A,B ∧ C,A ∧ C → E ⊢ Ed. E,E → (A ∧D), D ∨ F → G ⊢ GLes axiomes de la logique propositionnelle sont :� 1a. (A → (B → A))� 1b. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C))� 1
. (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))� 1d. (A → B) → ((B → C) → (A → C))� 2. A → (B → A ∧ B)� 3a. A ∧ B → A� 3b. A ∧ B → B� 4a. A → A ∨ B� 4b. B → A ∨ B� 5. (A → C) → ((B → C) → (A ∨ B → C))� 6. B → ((B → C) → C)� 7. A → A� 8. (¬A → ¬B) → (B → A)� 9. (A → B) → ((B → A) → (A ↔ B))
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Chapitre 5Chapitre 5 : La logique desprédi
ats du premier ordre
5.1 Introdu
tionLa logique des prédi
ats a pour but de généraliser la logique des propo-sition. On peut 
onsidérer un prédi
at 
omme un énon
é général où appa-raissent des variables. Par exemple : "L'amphi X est grand" "Si X est pèrede Y et de Z alors Y et Z sont frères".Si l'on rempla
e toutes les variables d'un prédi
at par des valeurs dé�nieson obtient une proposition à laquelle on pourra asso
ier une interprétation(vrai, faux). Ainsi, X = A1, dans le premier exemple donne "L'amphi A1 estgrand". Un prédi
at représente don
 une 
lasse de propositions.Par l'introdu
tion de quanti�
ateurs on peut représenter le fait qu'unénon
é est vrai pour toutes les valeurs possibles des variables ou qu'il existe aumoins une valeur des variables qui rend l'énon
é vrai. Par exemple : "quelquesoit X si X est un homme alors X est mortel". Les variables pouvant prendreleur valeur dans des ensembles in�nis, les quanti�
ateurs permettent don
d'énon
er des faits 
orrespondant à une in�nité de propositions.5.2 Langage5.2.1 L'alphabetL'alphabet de la logique des prédi
ats est 
onstitué de :37



� Un ensemble dénombrable de symboles de prédi
ats à 0, 1, ou plusieursarguments, notés p, q, r, ...., homme, mortel, père,....� Un ensemble dénombrable de variables d'objets (ou variables d'indi-vidu), notées x, y, z, x1, x2,.....� Un ensemble dénombrable de fon
tions à 0, 1, ou plusieurs arguments,notées f, g,...., père-de,....� Les quanti�
ateurs ∀ et ∃.� Les 
onne
teurs ¬,∧,∨,→ ainsi que les parenthèses de la logique pro-positionnelle.Notation.Les fon
tions à 0 arguments sont appelées 
onstantes (souvent notées a, b,..., So
rate,...).Les prédi
ats à 0 arguments ne sont rien d'autre que des variables proposi-tionnelles.Exemple : É
rire en langage formel de la logique du premier ordre les as-sertions suivantes :Tous les 
hats, sont noirs : ∀x(Chat(x) → Noir(x))Certains 
hats sont noirs : ∃x(Chat(x) ∧Noir(x))Au
un 
hat, n'est noir : ∀x¬(Chat(x) ∧Noir(x))Dans le domaine des entiers naturels, pour tout entier naturel, il existe unnombre premier qui lui est supérieur : ∀x∃y(Pre(y) ∧ Sup(y, x))5.2.2 Dé�nitionsUn terme : l'ensemble des termes est le plus petit ensemble de mots
onstruits sur l'alphabet de la logique des prédi
ats tel que :� Toute variable est un terme,� f(t1, ...., tn) est un terme si f est une fon
tion à n arguments et t1, ...., tnsont des termes.
Formule atomique : Si P est un prédi
at à n arguments et t1, ...., tn sontdes termes alors P(t1, ...., tn) est une formule atomique. Quand n = 0, la for-mule atomique est une proposition. 38



Formule bien formées : Une formule atomique est une fbf.Si P et Q sont des fbfs, et x une variable, alors : ¬P , P ∧ Q,P ∨ Q,P →
Q,P ↔ Q, (∀x)P, et(∃x)P sont des fbfs.La priorité entre les 
onne
tives est la même que dans la logique proposition-nelle ; Quand aux quanti�
ateurs "∀" et "∃", ils ont la même priorité que "¬".Littéral : Si L est une formule atomique, (L) et (¬L) sont appelés deslittéraux. L et ¬L sont dits littéraux 
omplémentaires.5.2.3 La portée d'un quanti�
ateurUne variable est liée dans une formule si et seulement si elle est dans laportée d'un quanti�
ateur. Dans les fbfs (∀x)P, et (∃x)P, P est la portéedes quanti�
ateurs.Une variable qui n'est pas liée dans une formule est dite libre . Une va-riable peut don
 être libre et liée dans la même formule.Dans la fbf : (P (x) ∨ ∀xQ(x)), x est libre dans P(x), mais elle est liéedans Q(x).Une fbf fermée est une fbf qui ne 
ontient pas de variables libres (elle
ontient seulement des 
onstantes ou des variables quanti�ées universelle-ment ou existentiellement), sinon elle est ouverte.Si P est une fbf et t un terme, t est dit libre pour x dans P, si et seulementsi lorsqu'on rempla
e une o

urren
e libre de x par t au
une variable de t nedevient liée. Dans la suite, on ne 
onsidère que les formules sans variable libre.La fermeture d'une fbf P, est dé�nie 
omme la fbf fermée obtenue à par-tir de P, en la pré�xant ave
 des quanti�
ateurs universels portant sur lesvariables libres dans P.Exemple : La fermeture de : P (x, y, z) → (∃y)Q(x, y, z) est
∀x∀y∀z(P (x, y, z) → (∃y)Q(x, y, z)) 39



5.2.4 Les formules 
ongruesConsidérons la formule : ∀x(P (x) ∧ ∃xQ(x, z) → ∃yR(x, y)) ∨ Q(z, x)(1) Dans la partie ∃xQ(x, z), 
haque x est lié par ∃x, 
e qu'on peut indiqueren atta
hant un indi
e 1 à 
ha
un des x pour montrer qu'ils vont ensemble.On fera de même pour les autres variables. En mettant les indi
es on doit tou-jours partir de l'intérieur, en pro
édant selon l'ordre suivi dans la 
onstru
tionde la formule. Par sou
i de normalité, on 
hoisira de 
ommen
er la numérota-tion à 
haque étape par le quanti�
ateur le plus à gau
he. Soit la formule (1) :1- ∀x(P (x) ∧ ∃xQ(x, z) → ∃yR(x, y)) ∨Q(z, x)2- ∀x3(P (x3) ∧ ∃x1Q(x1, z) → ∃y2R(x3, y2)) ∨Q(z, x)les o

urren
es demeurées sans indi
es sont libres. En e�açant les va-riables liées, on obtient :3-∀3(P (3) ∧ ∃1Q(1, z) → ∃2R(3, 2)) ∨Q(z, x)Soit la formule (2) :1- ∀y(P (y) ∧ ∃xQ(x, z) → ∃zR(y, z)) ∨Q(z, x)2- ∀y3(P (y3) ∧ ∃x1Q(x1, z) → ∃z2R(y3, z2)) ∨Q(z, x)3- ∀3(P (3) ∧ ∃1Q(1, z) → ∃2R(3, 2)) ∨Q(z, x)Ce
i montre que les formules (1) et (2) sont 
ongrues.5.2.5 La substitution et l'instantiationL'opération de substitution 
onsiste à rempla
er 
ertaines variables libresd'une formule libre F par des termes.Si F est une formule où x1, x2, ....., xn sont des variables libres, et σ lasubstitution (t1/x1, ......, tn/xn), Fσ dénote la formule obtenue en remplaçanttoutes les o

urren
es de xi dans F par ti tel que i = 1 à n.Exemple : F = Q(x, y1) ↔ ∀x(R(x, z1) ∨ S(x, y1))
σ = (z8/x, g(a, b)/y1) 40



Fσ = Q(z8, g(a, b)) ↔ ∀x(R(x, z1) ∨ S(x, g(a, b)))On dira qu'une substitution instan
ie x si elle rempla
e x par un terme oùn'apparait au
une variable. Ainsi, la substitution (z8/x, g(a, b)/y1) instan
iey1 mais pas x.5.3 La méthode dédu
tive : Théorie de la preuveDe la même manière que pour la logique propositionnelle, nous donnonsles axiomes et les règles d'inféren
e de la logique du premier ordre.5.3.1 Les axiomesNous gardons les s
hémas d'axiomes de la logique propositionnelle, aux-quels on a rajouté :� Le s
héma universel : ∀xP (x) → P (a)� Le s
héma existentiel : P (a) → ∃xP (x)5.3.2 Les règles d'inféren
eModus Ponens : P,P → Q ⊢ QLa règle universelle : Elle permet de passer de la forme C → A(x) à laforme C → ∀xA(x)La règle existentielle : Elle permet de passer de la forme A(x) → C à laforme ∃xA(x) → C C ne 
ontenant pas d'o

urren
e libre de x.Théorème de dédu
tion : Si E est un ensemble de fbf fermées et P et Qsont des fbf fermées : Si E, P ⊢ Q, alors E ⊢ P → Q (E, P désigne E ∪{P})Exemple : Établir la dédu
tion suivante : ∀y(R → P (y)) ⊢ R → ∀xP (x)1- ∀y(R → P (y)) Hyp2- ∀y(R → P (y)) → (R → P (y)) sh ∀3-R → P (y) m.p 1,241



4- R → ∀yP (y) règle ∀5- (R → ∀yP (y)) → ((R → (∀yP (y) → ∀xP (x))) → (R → ∀xP (x)))sh.1b6- (R → (∀yP (y) → ∀xP (x))) → (R → ∀xP (x)) m.p 4,57- ∀yP (y) → P (x) sh.∀8- ∀yP (y) → ∀xP (x) règle∀9- (∀yP (y) → ∀xP (x)) → (R → (∀yP (y) → ∀xP (x))) sh.1a10- R → (∀yP (y) → ∀xP (x)) m.p 8,911- R → ∀xP (x) m.p 6,105.4 L'appro
he sémantiqueNous gardons la même démar
he que 
elle adoptée dans la présentation dela logique propositionnelle. Après avoir répondu à la question si une formuleF est démontrable ou pas (en utilisant l'appro
he dédu
tive), on se posemaintenant la question de savoir si une fbf F est valide ou non. On ne pourrapas pro
éder 
omme pour la logique propositionnelle, et l'un des problèmes dela logique du premier ordre va 
onsister à trouver les pro
édures permettantd'établir qu'une formule est invéri�able.5.4.1 Notion d'interprétationDans la logique propositionnelle, on a noté que l'interprétation d'une for-mule 
onsiste à a�e
ter des valeurs de vérité vrai ou faux à 
ha
un des atomeset à évaluer l'ensemble en fon
tion des tables de vérité des di�érents 
onne
-teurs. Dans la logique du premier ordre, une interprétation I d'une formuleP est dé�nie par :� Un ensemble non vide D appelé le domaine de l'interprétation,� Une 
orrespondan
e entre les 
onstantes et les éléments de D,� Une 
orrespondan
e entre 
haque fon
tion n-aire et une appli
ation de
Dn −→ D,� Une 
orrespondan
e entre 
haque prédi
at n-aire et une appli
ation de
Dn −→ {V, F}.Interprétation des variables : A 
haque variable, on fait 
orrespondreun élément de D. 42



Interprétation des termes :� Les variables sont interprétées 
omme 
i-dessus,� A 
haque 
onstante, on fait 
orrespondre un élément de D,� Si t′1, t′2, ..., t′n sont les interprétations des termes t1, t2, ...., tn et f ′ l'in-terprétation de f, alors l'élément f ′(t′1, t
′
2, ..., t

′
n) de D est l'interprétationdu terme f(t1, t2, ...., tn).Interprétation des formules dans {V rai, Faux} :� Si la formule P (t1, t2, ...., tn) est un atome, sa valeur de vérité est 
ellede P ′(t′1, t

′
2, ..., t

′
n) où P ′ est l'appli
ation asso
iée à P et t′i est l'inter-prétation du terme ti,� Si la formule est de la forme ¬P, P ∧ Q,P ∨ Q,P → Q,P ↔ Q, alorsla valeur de vérité de la formule est donnée par la table de vérité desdi�érentes 
onne
tives,� Si la formule est de la forme ∃xP , la valeur de vérité de 
ette formuleest "vrai" s'il existe un élément d de D tel que P est vrai relativementaux interprétations des variables, des termes et formules, à 
onditionde rempla
er la variable x par d. Dans les autres 
as, la valeur de véritéest "faux",� Si la formule est de la forme ∀xP , alors la valeur de vérité de 
etteformule est "vrai", si pour tout élément d de D, P a la valeur "vrai"par rapport à I, à 
ondition de rempla
er x par d (notation P(x/d)),sinon la valeur de vérité est "faux".La valeur de vérité d'une formule fermée ne dépend pas de l'interprétationdes variables. On peut don
 parler de la valeur d'une formule fermée, relati-vement à une interprétation.Contrairement à 
e qui se passe pour la logique propositionnelle, il y aen général un nombre in�ni d'interprétations pour une formule de la logiquedes prédi
ats du premier ordre ; Il n'y a don
 pas d'équivalent à la notion detable de vérité.Exemple : Soit la formule F = ∀x(∃xP (x) → P (x)) ∧ P (y), à interprétersur le domaine D = {1, 2}. 43



On 
her
he d'abord à 
onnaitre les variables libres et les variables liées.Ainsi, on a :
∀x2(∃x1P (x1) → P (x2)) ∧ P (y), la variable y est libre dans la formule, ondonne don
 les interprétations relatives à x :x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)1 V V F F2 V F V FLa table de vérité est :P(x) y ∀x(∃xP (x) → P (x)) ∧ P (y)

f1 1 V
f1 2
f2 1
f2 2
f3 1 F
f3 2
f4 1
f4 2Le 
al
ul de la valeur de vérité de la première ligne est le suivant :

∀x v







































x = 1 v ∃x v







f1(1) v
ou
f1(2) v

et

x = 2 v ∃x v







f1(1) v
ou
f1(2) v

→ f1(1) v

→ f1(2) v











∧ f1(1) v

5.4.2 Notion de validité et notion de modèleSoient F une fbf fermée, et S = {P1, P2, ....., Pn} un ensemble �ni de fbffermées. F et S appartenant au 
al
ul des prédi
ats du premier ordre.Dé�nition 1 : F est véri�able si et seulement si, il existe une interpréta-tion I telle que la valeur de vérité de F relativement à I est "vrai".44



Si F est vrai pour l'interprétation I, on dit que I est un modèle pourF, et que I véri�e F. S est véri�able s'il existe une interprétation I quiest un modèle pour 
haque formule de S. Don
 : I est modèle pour S, si etseulement si, I est un modèle pour P1∧P2∧ ....∧Pn sinon S est invéri�able.Dé�nition 2 : F est valide , si et seulement si, 
haque interprétation Ipour F véri�e F. S est valide si 
ha
une de ses interprétations est un modèlepour S.Dé�nition 3 : F est dite 
onséquen
e valide de S, si pour toute inter-prétation I , I est un modèle de S implique que I est un modèle pour F.F est une 
onséquen
e logique de S, si et seulement si, P1 ∧ P2 ∧ .... ∧
Pn → F est valide.Théorème 2 : F est une 
onséquen
e valide de S, si et seulement si ,
S ∪ {¬F} est invéri�able.5.5 L'équivalen
e entre les deux appro
hesA l'instar de la logique propositionnelle, nous 
on
luons le 
hapitre parl'équivalen
e entre l'appro
he dédu
tive et l'appro
he sémantique.La sureté et la 
omplétude : La logique du premier ordre est sure, siune fbf est démontrable, alors elle est valide

⊢ P →|= PLa logique du premier ordre est 
omplète. Une fbf P est un théorème siet seulement si, elle est valide (théorème de 
omplétude établit par Godel)
|= P ↔⊢ PLa 
omplétude de la logique des prédi
ats est intéressante, puisqu'on peutmontrer la validité d'une fbf en utilisant la théorie de la preuve.45



La dé
idabilité : La logique des prédi
ats est semi-dé
idable, 
ar ilexiste une pro
édure de preuve qui permet d'établir qu'une fbf est un théo-rème (en appliquant des règles d'inféren
es aux axiomes et aux théorèmes).Pour les fbf qui ne sont pas des théorèmes 
es pro
édures ne donnent pas deréponses en un nombre �ni de pas.
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5.6 Exer
i
esExer
i
e 1 Modélisez les phrases suivantes en logique des prédi
ats, pré-
isez le vo
abulaire utilisé.� Tous les étudiants aiment la logique.� Tous les étudiants n'aiment pas une matière.� Les étudiants qui ont une bonne note en logique sont les meilleurs.Exer
i
e 2 Soient les phrases suivantes :a- Tous les hommes sont mortels.b- So
rate est un mortel.
- So
rate est un homme.� Identi�er les prédi
ats.� Exprimer dans la logique des prédi
ats a, b, 
.� peut on déduire l'énon
é b à partir de a et 
 ? justi�er.Exer
i
e 3 Soient les énon
és suivants :1. Les personnes qui ont la grippe A doivent prendre du Tami�u.2. Les personnes qui ont de la �èvre et qui toussent ont la grippe A.3. Ceux qui ont une température supérieure à 38 ont de la �èvre.4. Mohamed tousse et a une température supérieure à 38.5. Mohamed doit prendre du Tami�u.Modélisez en logique du premier ordre les énon
és 
i-dessus en utilisantles prédi
ats suivants :� grippe (x) : x a la grippe A.� prendre (x,y) : x doit prendre y.� �evre (x) : x a de la �èvre.� tousse (x) : x tousse.� temp (x, t) : x a la température t.� sup (x, y) : x est supérieur à y.utilisez aussi les 
onstantes suivantes : 38, Mohamed, Tami�u.Exer
i
e 4 Établir la table de vérité des formules suivantes : (sa
hant quele domaine d'interprétation est D = {1, 2})a- ∀xP (x) → ∃xQ(x).b- ∀xP (x, y) ∧ ∃xP (x). 47



Exer
i
e 5a- Établir les dédu
tions suivantes :� ∀x∀yA(x, y) ⊢ A(x, y).� ∀x(P (x) → Q(x)), ∀xP (x) ⊢ ∀xQ(x).� P (a), ∀x(P (x) → Q(x)) ⊢ Q(a).b- Démontrer : ∀xP (x) → ∃xP (x).5.7 Note bibliographiqueLes dé�nitions du 
hapitre 2 ont été extraites du livre de Jean Yves Gi-rard traduit de l'anglais par Julien Bas
h et Patri
e Blan
hard [Gir99℄. Le
hapitre 3 reprend quelques notes du 
ours "logique formelle" fait par MmeKempf [Kem07℄, du livre de salem "introdu
tion à la logique formelle" [Sal91℄et du livre de Gérard Chazal [Cha96℄ ave
 quelques exer
i
e de la série deTD de Mme Bahi [Bah06℄.Les dé�nitions des 
hapitres 4 et 5 ont été extraites des livres " Ma-themati
al logi
 and formalized theories" [L.R74℄, "logique mathématique"[KCD03℄ et "Éléments de logique mathématique théorie des modèles " [KK67℄.
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