Module : Modélisation (MMC) Awril 2020
Master 1 de Mathématique Appliquée

Devoir No 2
(Réponses)

Excercice 1.
On considere la transformation homogene (cisaillement) définie, a 'instant ¢, par :

r1=X1+atXs, zo=Xo+atX;, x3=X3 a>0

— 1- F(t) gradient de la transformation.

1 at O
Ft)= ot 1 0
0 0 1

— 2- Tenseur des dilatations C(t)

1+ a?t? 2t 0

Ct)=F'F = 2at  1+a%*? 0 | =1+2L
0 0 1
avec
a’t? at 0
Lt)y= at o?** 0
0 0 0

Directions principales . I’'Equation caractéristique
det(C'— X)) = (1= N[(C11 —N)? = CL] =0

possede 3 racines A\ = (1 — at)?, Ay = (1 +at)?, X3 = 1.
Les directions pricipales (vecteurs propres CU; = \;U;)

1 1
Uy = —(1,1,0), Up=—=(1,
1 \/§< ) 2 \/5(

On a FU; = p;U;, donc les dilataions principales sont p; = \/Xj ie

~1,0), Uy=(0,0,1)

,ulz]_—O[t, M2:1+at7 #3:1
— 3- Tenseur des petites déformations (t), sachant que ot est petit.

0 at O
L(t)~e(t)=1] at 0 0
0 0 1



Excercice 2. (Déformation de la gomme)
Soit I > 0 et Qy = [0,1]3, la gomme avant déformation.
Considérons la transformation (non homogene) ¢ : Qy — €2 défnie par

r=0¢(X) & 11 =2X1; 13=Xy; X3=Xz+ X}

Soit trois points de Qg : A= (£,0,%); B=(L+4,0,%); C=(L0,L+4l)

2092
et A’, B, C' leurs image dans ).
— 1- Calculer C'(A) tenseur de Cauchy au point A.

Rep : on a
2 00
F(A) =1 0 1 0
[ 01
d’ou
44102 0 1
C(A)=FA)TF(A) = 0 10

l 01

— 2- Si 0l est petit par rapport [, calculer approximativement la longueur de A’B’.

Rep. On a AB = (61,0,0), donc

A'B' = F(A)(61,0,0) = (251,0,161)| = A'B' = §l|v/4+ 12

— 3- Calculer siny, v =5 —a, a = L(A'B', A'C")
’ . i 1
Rép. siny = T

— 4- Calculer le volume de 2 (la gomme apres déformation).
Rép. Vol(Q) = J(A)Vol(Qp) = 21

Excercice 3.
Considérons le champ de vitesse (eulerien)

Vi=Vo=0, Vs(z,t)=1-pz7; B>0

— 1- Calculer D(x,t) le tenseur du taux de déformation

Rép.
1.0V, dV; 1,0V, 0V;
Dyj = s(ot 4 22 et Q= 2 (5t —
J 2(8.’13'] + 8;1:1) ¢ J 2(833] 8[[’1)
d’ou
0 0 —ﬁxl
Dz, )= 0 0 0
—ﬁl’l 0 1

— 2- Calculer le vecteur tourbillon w(x,t)
Rép.

1
W(I,t) = §R0t(v> = (—Qgg, 9137 —ng) = (0,51’1,0)



— 3- Calculer la trajectoire issue de X = (X, Xy, X3),
écrire I’équation du mouvement x = ¢(Xt)
Rép. On résout le systeme différentiel

d
d—f =V(z,t), z(0)=X
done
551:0, To=0= 21 =X et 19 = Xy
et

f3=1-pr]=1-pX} = 23= X3+ (1 — BX})t

La déformation s’écrit alors
r=¢(X,t) =X+ (1— 5X12)t63

Les trajectoires sont des droites paralleles a la direction es.

— 4- Donner l'expression de V(X t) vitesse de Lagrange.
Rép. VIV(X,t) = V(¢(X,1),t) = (0,0,1 — BX7})
Une réponse directe :
_ 99(X.t)
e 2
= E(X17X27 (1 - BXP)t)
Remarque : inversement, on a

VE (2, 1) = V((x,t),t)

olt 1 = ¢! la transformation inverse (¢; : Qg — Q; est un difféomorphisme)



