Module : Analyse fonctionnelle appliquée 5/6/20
Master 1 de Mathématiques Appliquées

Réponses Série 4 (exos 2 et 3)

Excercice 2.
— 1- Comme fol u/|2dx > fol |u|?dx, alors
a(v,v) = (pollv'l|72 + AllvllZ2) = pollvlli
avec po = minp(x) > 0. La forme bilinéaire a est coercive si A > 0 et p(z) > 0. Donc on a existence
et unicité.
— 2- la solution u € H?(0,1). L’équation variationnelle entraine
D(pDu) = pD*u + p'Du = (Au — f) € L*(0,1)

Donc
D?*u = Iﬁ(—p’Du —f4+ ) € L*=ue H*0,1)
( D désigne la dérivée faible).
— 3- On vient de résoudre le probleme aux limites
—(pu") +Au=f, u(0)=u(l)=0
Excercice 3. Soit f € L*(Q), g € L*(T';) et (A > 0). Considérons le probléeme (mélé)

Trouver u € H(S) tel que :
(Py) —Au+ Au=f,
Y, =0, 7(u)lr, =g.
Le Probleme (P,) est équivalent a : trouver u € V = {v € H'(Q); wv|p,} tel que

YoeV, a(u,v)=L(v)

avec a(u,v) = /(Vqu + \uv)dz et L(v) = fol fodz + fF1 guds. V est un sous-espace fermé de
Q

H(Q), donc un espace de Hilbert.
— a(u,v) est coercive. On a l'inégalité de Poincaré-Friedrich : il existe C' > 0 tel que
lullzr @) < CUIVullZaq) + 1oulliz,)), Yo € HY(Q)
d’ou ) )
a(v,v) 2 [[V[[L2iq) + AVl
— L est borné.

IL) < 2@ vl + Ngllzaepllvllzaey
< (If ez + Ngllezae)llvl iy (continuite de la trace)

Ce qui prouve 'existence et ["unicité d'une solution de (P4).

Remarque 1 Pour la formulation varialionnelle on a utilisé le fait que v € H?*(Q). En fait u €
HY(A, Q) ={ve H(Q), Aue L*(Q)}, dans ce cas on peut utiliser la formule de Green généralisée
(voir chapitre 3, remarque 4).



