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Factorisation de Cholesky

La factorisation de Cholesky, nommée d'apres André-Louis Cholesky, consiste, pour une matrice symétrique
définie positive A, a déterminer une matrice triangulaire inférieure L telle que : A=LL".

La matrice L est en quelque sorte une « racine carrée » de A. Cette décomposition permet notamment de calculer la
matrice inverse A_], de calculer le déterminant de A (égal au carré du produit des éléments diagonaux de L) ou
encore de simuler une loi multinormale. Elle est aussi utilisée en chimie quantique pour accélérer les calculs (voir

Décomposition de Cholesky (chimie quantique)).

Exemple

La matrice symétrique A :

11 1 1
15 5 5
1 5 14 14
1 5 14 15
est égale au produit de la matrice triangulaire L :
1000
1 2 00
1 2 30
1231
avec a sa droite sa transposée L
1111
0 2 2 2
003 3
0 001
Théoreme

Factorisation de Cholesky d'une matrice :

Si A est une matrice symétrique définie positive, il existe une matrice réelle triangulaire inférieure L telle que :
A=LL"

On peut également imposer que les éléments diagonaux de la matrice L soient tous positifs, et la factorisation

correspondante est alors unique.

Algorithme
On cherche la matrice :
I
7= lnn lo
lnl an aao lnn

De I'égalité A=LL" on déduit :

min{i,7}

a; = (LL") = ilikljk = 2 lalik, 1<4,5<n
¥ g=1 k=1
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puisque 1pq:0 si 1<p<q=<n.
La matrice A étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient vérifiées pour i<j, c'est-a-dire que les

éléments 1ij de la matrice L doivent satisfaire :

1
a; =Y Lk, 1<i<j<n
k=1
Pour i=1, on détermine la premiere colonne de L :

a1 = b don Iy = \/ay
ai;
ay; = lnljdon by = ——,
lll
On détermine la i”" colonne de L (2 <3z < 'n,) , apres avoir calculé les (i-1) premiéres colonnes :

i—1
a;; = lillil + ...+ liilii d'ou lii = a; — Z l1,2k'
k=1

i—1

aij = lﬂljl + ...+ liilﬁ d'ou ljz' = aij _ lk:l likljk, z—|— 1 S _] S n
2
Il résulte du théoreme précédent qu'il est possible de choisir tous les éléments 1ii>0 en assurant que toutes les
quantités
i—1
all,...,aﬁ—Zlfk,...
k=1

sont positives.

Décomposition de Cholesky alternative

La décomposition de Cholesky alternative permet d'éviter 1'utilisation des racines carrées au sein des sommes, source

potentielle de probleme en calcul numérique, elle se calcule de la fagon suivante!!:

A = LDL"

ou D est une matrice diagonale, et L une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur sa diagonale.

i—1
Dj; = Ajj — Z L?‘];Dkk
k=1

1 j—l - .
Lij = D.. Aij — Z LipLjx Dy | pour i > j.
1 k=1

Les factorisations LDL ' et LLT (notez que la matrice L est différente dans les deux cas) sont liées:

1 1 1 1 1 1
A =LDL" = LD:D:L" = LDz(D:?)"L" = LDz (LD:)"
La derniere expression étant le produit d'une matrice triangulaire et de sa transposée, de la méme maniere que dans la

factorisation LLT.

Notez que la racine carré d'une matrice diagonale (ici, D%2) se calcule trivialement en prenant les racines carrées de

chacun de ses éléments.
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Note

[1] (en) D. Watkins, Fundamentals of Matrix Computations, p. 84
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