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1 Produit tensoriel, Puissance tensorielle, Puis-

sance extérieure, Produit exterieur.

1.1 Produit tensoriel

Soit {V;};=1,...» une suite finie d’espaces vectoriels de dimensions finies.

Definition 1 On appelle produit tensoriel des espaces de cette suite [’ensemble
©V; = Lp( 7V R)
j=1 J=1

Theorem 2 ® V; est un R—espace vectoriel et dim ® Vi = 477'1 dimg V;
j=1 j=1 Jj=

Definition 3 Si o € gVJ et B € %VJ avecl <m<mn
j=1 j=1



alors on définit a ® 8 € g@VJ par:
j=1

* * * * * * * * n *
a®p(x], ..., zy) = @], o, xp) BT gy s 2 )i V(2] s ) € jLVj
Pour (z1,....,z,) € TV, = 7er** on définit 1 ® .... @z, € <§> V; de la méme

=1
facon.

Cas des applications linéaires:
Soit f; € Hom(V;, W;) une suite d’applivations linéaires ou j = 1,.....,n et
ol {Wj }jzl, ,,,,, n est une suite de R—espaces vectoriels de dimensions finis.

On définit le produit tensoriel &) f; € Homg( (% Vi, (% W;) par:
j=1 j=1 " j=1

B i) =ao (X 1)

ou ' f; € Hom(W3, V)
Le produit tensoriel des applications linéaires satisfait a:

[

(950 (& f;) = © (g0 1;)

=1 Jj=1 J

1.2 Puissance tensorielle:

Si les V; sont n exemplaires d’'un méme espace vectoriel , le produit tensosiel

n n 5N
® V; est noté ®V et est appelé puissance tensorielle n**™¢ de V
j=1

1
On aura donc QV =V
0

et on pose KV =R

Theorem 4 Soit {x1,.....,x5} une base de V.

Alors £,(1)®..... Q) décrit une base de %V lorsque 7 parcourt I’ensemble
des applications de l'intervalle entier [1,n] dans [1,k] .



1.3 Puissance extérieure:

Soit V un R—espace vectoriel dimV =k
n € N* on désigne par S, le groupe des permutations de ’ensemble des
entiers {1,2,....,n}

+
VYo € S, on note sign(c) = (—1) sa signature
pour § € (%)V et o €S, on définit o € (%V par:

oB(x], .., xy) = ,B(x;(l), ....,z;(n)); V(zy, ..., xy) € (V)"

On pose
AV = {8 e BV : of = sign(o)p

n 5N
Definition 5 AV est appelé puissance extérieure n'“™¢ de V

Theorem 6 AV est un sous espace vectoriel de Q%V

1.4 Produit extérieur:

Definition 7 L’endomorphisme A de Q%V défini par:

AB = % > sign(o).oB;VB € (%)V est appelé alternation sur g@V
geSy

Definition 8 Le produit exterieur de o € AV et B e AV est aAB =A(a®p)

Propriétés:

1)L’application (a, ) — a A 3 est bilinéaire.

2)Sia e AV et B e AV alors BAha=(=1)""aApS
NaA(BAY)=(aAB) Ay



2 Fibreé tangent, fibré cotangent et fibré T7M :

2.1 Fibré tangent

Soit M une variété differentielle de classe CP et de dimension k
Soit TM = UMTl.M le fibré tangent de M ouw : TM — M est la projection
xc

canonique ou application pied (voir chapitre2) définie par :

m)=c&seT,M

et o T, M est I’espace tangent & M en x

2.2 Fibré cotangent:
Definition 9 On appelle fibré cotangent de M I’ensemble noté T*M = UMT;M
xTE

ou Ty M est le dual de 'espace tangent T, M et ou 7* : T*M — M est la
projection canonique définie par :

™(a)=rxcacTiM

2.3 Fibré TP M :

P q P q
On définit TP M par TP M = QT M @T*M = UM®T1M ®T M et saprojection
€
canonique est I'application 78 : TP M — M définie par :

@) =redse ®T,MOTIM

q

3 Champ de Tenseurs

Definition 10 Soit M une variété differentielle de classe C™° et de dimension
n

On appelle champ de tenseurs de type (p, q) (ou p fois contravariant et g fois
covariant) sur M , une section T du fibré

TYM = GTM &T*M = U &T,M &T;M (Cest a dire w0 T = Idy )
xre



Proposition 11 Un champ de tenseurs de type (p,q) défini sur un ouvert U
d’une carte C = (U, @) en un point x s’exprime par:

ir.i, O

® dl’jl ® ® d.’qu

P

Ou lel j: sont des fonctions sur U dites composantes de T relativement
au systéme de coordonnées locales z1, ..., x,

...........

base duale de Ty M

Exemples:

1)Un champ de vecteurs est un champ de tenseurs de type (1,0)

2)Une métrique Riemannienne g est un champ de tenseur de type (0,2)
donné par g = g;jdz; ® dx;

3)un bivecteur de Poisson A est un champ de tenseur de type (2,0) donné
par A = AY ai ® %
J

Xy

Remark 12 On va définir par la suite les formes differentielles de degré r qui
sont des champ de tenseurs de de type (0,7) qui vérifiew(Xqy(1), o Xo@y) =
sign(o).w(X1,.... X;) et oo €5,

4 Formes differentielles:

Soit M une variété differentielle de classe C'* paracompacte
et de dimension n



4.1 Puissance extérieure n'"* du fibré cotangent:

Definition 13 Pour n € N, on appelle puissance extérieure n'*™¢ du fibré
n n
cotangent T*M [l'ensemble NT*M = UM N M
€

Definition 14 Soit p: AT*M — M définie par p(a) = x

On appelle section du fibré AT*M , une application w : M — AT*M telle
que pow = Idys

Definition 15 Une forme differentielle de degré s (s < m) est une section de
classe C'*° du fibré AT*M

Notation 16 On note l’ensemble de toutes les formes differentielles de degré s
sur M par Q*(M) ou bien par C™ AT*M

Remark 17 (Q°(M),+,.)est un module sur l'anneau des fonctions differen-
tiables Q°(M).

ol pour wi,ws € Q°(M); (w1 + wa)(x) = wi(x) + wa(x)
et pour A € R, (Aw)(z) = Aw(x)
(pw)(x) = p(x).w(x) avec ¢ fct differentiable d’'un ouvert O de R™ dans R

Produit exterieur de deux formes differentielles:

Soit w € Q% (M) et n € Q" (M )on définit le produit exterieur wAn € Q57 (M)
par:

(wAn)(z) = w(z) An(x)

Propriétés:

SiweQ(M);neQ(M)et 6 QF(M) alors on a:
DwANAd=wAnAl)=wAnAD

) (w1 +wa) An=wi An+ws An ol wy,ws € (M)
wAn=(-1)"nAw



Theorem 18 Chaque forme differentielle de degré s sur est définie par:

W= Z iy oig-dziy Ao ANdx,

1< <. <is<n

Differentielle exterieure d’une forme differentielle:

Soit « € (M) (peN,p<n)

On associe & a Papplication da : (x(M))? — C*°(M)définie par:

do(X1, .o Xpt1) = ﬁ > sign(o)Xe)(< a | Xo@), s Xopr1) >

UESP+1

) — 2(%@ > sign(o)(< a | [Xoa), Xo@)], Xo@), - Xopr1) >)

0€Sp41

Proposition 19 Ya € QP(M) on a :

p+1 ~
Ao(X1, ey Xpi1) = gy 2 (CDTX(< 0| Xy Xy o Kpis St 2 (-1 <
1= 1<J
(&% | [Xi,Xj],Xl,...,Xi, .Xj, ..,Xp+1 >
ol )?1 signifie que I'on supprime X; dans la suite (Xj)r=1,... p+1
et ou < o | X1, ..., X,11 > désigne la fonction de classe C*° de M dans R
définie par:
<a| Xy, ... Xpp > (z) = (alz)(X1(2), ..., Xptr1(x)) Vo e M

Remark 20 C*T)M s’identifie o LP((x(M)?,C°(M)) par un isomorphisme
®: CTIM — LP((x(M)?,C>(M)) définie par:

O(T) (X1, .., Xp) =< T | X1, ..., X, >

ouT € C’OOTSM

Théoréme et définition:
Va € QP(M), da est une forme differentielle de degré p + 1 sur M , on
I’appelle la differentielle exterieure de «

SiaeQP(M)etsiC= (U ) est une carte de M alors on a le théoréme:



Theorem 21 da |p= > dov, .., Ny, A ... Ndxg,
1<i1 <. <ip<n

ou on rappelle que

aly= > Qi NATe Ao ANdzy, avec oy g, € C>(U)
1<ii<....<ip<n

Propriétés:
1)d : QP(M) — QPTH(M)
a — da
est une application R—linéaire.
2)d(f.a) = fda+df Na;Va € QP(M) et Vf € C°(U)
3)Wae QP(M) et V8 € a € QI(M) on a:
dlaNB)=danB+ (-1)Pands
4Va € QP (M), d?a = d(da) =0

Definition 22 « € QP(M) est dite forme fermée si do =0

a € QP(M) est dite exacte s'il existe 3 € QP~1(M) telle que o = d3

ieme

Definition 23 On appelle p espace de cohomologie de la variété M , l’espace
vectoriel quotient HP(M) = FP(M),” g»(ar)

ou FP(M) et EP(M) sont respectivement les ensembles des formes differen-
tielles fermées de degré p et des formes differentielles exactes de degré p.

Image reciproque:

Soient M, M’ deux variétés paracompactes de classe C™ et de dimension n
et soit f € Dif f°(M,M’)

Soit v € QP(M) , 'élément f*a € QP(M’) est définie par:

< f*Oé | Xl,...,Xp >=< | f*Xl,...,f*Xp > Of

ol f,.X;=TfoX;0f™! est!'mage reciproque de X; par fetoui=1,....n



Proposition 24 f*: QP(M’') — QP(M) est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels vérifiant:

Theorem 25 V3 € QP(M’) on a df*5 = f*dp



