
Chapitre1:Variétés di¤erentielles

Zoubida Souici-Benhammadi
Master1 systèmes dynamiques, UBMA

July 3, 2020

-Prérequis:
Topologie, calcul di¤erentiel, algèbre linéaire.

-Plan:
Chapitre1:Variétés di¤erentielles
§1:Cartes, atlas, Variétés
§2:Applications di¤erentiables
§3:Espaces tangents, applications tangentes
§4:Immersions , submersions, sous-variétés.

1 Cartes, Atlas, Variétés.

Une carte dans un ensemble E est un triple C = (U;'; n) où:
U est un sous ensemble de E
n 2 N appelé dimension de la carte
' une bijection de U sur un ouvert de Rn

Example 1

1)C = (Rn; IdRn) est une carte de Rn
2)Soit S1 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g
On dé�nit par les projections stéréographiques une carte C = (U;') de

S1comme suit:
U = S1 nfNg où N = (0; 1) et '(P ) est la projection du point S = (0;�1)

en passant par un point P = (x; y)de l�ouvert U sur la tangente à S1 au point
N c�est la droite y = +1

C est un exemple de carte de dimension 1 sur l�ensemble S1où '(x; y) =
x
1�y
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De�nition 2

Deux cartes de même dimension n sur un ensemble E notées C = (U;') et
C 0 = (U 0; '0) sont dites Cp-compatibles si:
Les ensembles '(U\U 0) et '0(U\U 0) sont des ouverts de Rn et si l�application

'0 � '�1 : '(U \ U 0) ! '0(U \ U 0) est un di¤éomorphisme de classe Cp

Example 3

Soit S1 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g
Soient les cartes C = (U;') dé�nie par U = S1 nfNg où N = (0; 1) et

'(x; y) = x
1�y

et C 0 = (U
0
; '0) dé�nie par U 0 = S1 nfSg où S = (0;�1) et '0(x; y) = x

1+y

où '0 désigne la projection du point N = (0; 1) en passant par un point (x; y)de
l�ouvert U �sur la tangente à S1 au point S

Les deux cartes C et C 0 sont Cp -compatibles

Les fonctions réciproques de ' et '0 étant:
'�1(z) = ( 2z

1+z2 ;
1�z2
1+z2 ) et '

0 �1(z) = ( 2z
1+z2 ;

z2�1
1+z2 )

De�nition 4

on appelle un Cp -atlas ou atlas de classe Cp (p 2 N oup =1)d�un ensemble
E , un ensemble de cartes noté (A) = fCk = (Uk; 'k)gk2K de cartes sur E tels
que:
1) [

k2K
Uk = E

2)8(k; j) 2 K �K; les cartes Ck et Cj sont Cp -compatibles

L�ensemble (A) = fC;C 0g donné par les cartes C;C 0de l�exemple précédent
est un Cp -atlas

De�nition 5

On dit que deux Cp -atlas (A) et (B)sont compatibles (on note (A) � (B) )
si (A) [ (B) est un Cp -atlas
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Remark 6

La relation � est une relation d�équivalence

De�nition 7

On appelle topologie dé�nie par un atlas (A) sur l�ensemble E et on la note
� (A) l�unique topologie pour laquelle le domaine U d�une carte quelconque de
(A) est un ouvert et la bijection ' est un homéomorphisme de U sur '(U)
les ouverts de cette topologie sont les ensembles O � E tels que , 8c = (U;')

2 (A) , '(O \ U) est un ouvert de Rn

Proposition 8

Si (A) � (B) alors � (A) = � (B)

De�nition 9

Soit d(A) la classe d�équivalence d�un Cp -atlas (A) , alors d(A) dé�nit une
topologie sur E qu�on appelle topologie canoniquement associé àd(A)
De�nition 10

Un Cp�atlas (A) de E est dit saturé si pour tout Cp�atlas (B) tel que
(A) � (B) on a (B) � (A)

De�nition 11

On appelle variété di¤erentielle de classe Cp;un ensemble M muni d�une
classe d�équivalence de Cp�atlas telle que la topologie qui lui est canoniquement
associée soit séparée.

S1muni de l�atlas (A) = fC;C 0g donné dans l�exemple précédent est une
variété di¤erentielle.
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De�nition 12

On appelle:
1)Atlas de la variétéM , tout Cp�atlas appartenant à la classe d�équivalence

dé�nissant la structure de variété de M
2)Dimension de la variété, la dimension des cartes
3)carte de la variété M;toute carte appartenant à l�atlas complet de M
4)Carte de M en x;toute carte c = (U;') telle que x 2 U .

Remark 13

On va travailler par la suite avec une variétés pure c�est à dire une variété
pour laquelle toutes les cartes sont de même dimension comme l�exemple des
variétés connexes.
Une carte C = (U;'; n) sera donc notée par C = (U;'), l�entier n est appelé

dimension de la variété

Exemples de Variétés di¤erentielles:
1)Sur un espace vectoriel E on a un atlas (A) constitué de l�unique carte

C = (E;'; n) où ' 2 Isom(E;Rn)
2) Tout ouvert N d�une variété M est une variété il su¢ t de prendre C 0 =

(U \N;' jU\N ; n) une carte de N où C = (U;'; n) est une carte de M
3)Produit de variétés
4)L�image d�une variété par un homéomorphisme
5)Espace quotient
6)l�espace projectif Pn(R)
7)La sphère Sn = f(x1; ::::; xn+1) 2 Rn+1=x21+:::+x2n+1 = 1g est une variété.

2 Applications di¤erentiables:

Soient M et M 0 deux variétés di¤erentielles de classes respectives Cp et Cp
0
et

de dimensions respectives n et n0

On dit qu�une application continue f : M ! M 0 est di¤erentiable de classe
Cq où q � inffp; p0g si pour toute carte C = (U;') de M et toute carte
C 0 = (U 0; '0) deM telle que f(U) � U 0l�application '0�f�'�1 est di¤érentiable
de classe Cq de '(U \ f�1(U 0)) dans Rn0
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Proposition 14

Pour quef : M ! M 0 soit di¤erentiable de classe Cq où q � inffp; p0g il
faut et il su¢ t que 8x 2M il existe une carte C = (U;') de M en x et il existe
une carte C 0 = (U 0; '0) de M 0 en f(x) telles que l�application '0 � f � '�1 soit
di¤érentiable de classe Cq

Notation 15

L�ensemble des applications di¤erentiables de classe Cq de M dans M 0 est
appelé Cq�morphisme et est noté par Cq (M;M 0)

De�nition 16

on appelle di¤éomorphisme de classe Cq de M dans M 0 toute bijection f :
M !M 0 telle que f 2 Cq (M;M 0) et f�1 2 Cq (M 0;M)
On note l�ensemble des di¤éomorphismes de classe Cq de M dans M 0 par

Diffq(M;M 0) et on note l�ensemble des di¤éomorphismes de classe Cq de M
dans M par Diffq(M)

Example 17

Pn(R) est di¤éomorphe au quotient de la sphère Sn par le sous groupe f+
�
1g

du groupe orthogonal

3 Espaces Tangents, Applications tangentes.

3.1 Espaces Tangents

Soit M une variété di¤erentielle de classe Cp et de dimension n
Soit x 2 M et soit �x = fu : V (0) ! M tel que u(0) = xg où V (0) est un

voisinage de 0 dans R
Soit C = (U;') une carte de M en x
On dé�nit sur l�ensemble �x la relation d�équivalence < par:

u<v , (' � u)0(0) = (' � v)0(0)

On pose TxM = �x=< et soit �x : �x ! TxM la surjection canonique.
.
Soit � 2 TxM on pose dx'(�) = (' � u)0(0) où u 2 ��1x (�)
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De�nition 18

L�ensemble TxM muni de l�unique structure d�espace vectoriel réel tel que
dx' : TxM ! Rn soit un isomorphisme est appelé espace tangent
et tout élément de TxM est appelé vecteur tangent.

Remark 19

il existe toujours une telle structure d�espace vectoriel et elle est unique.

Remark 20

dimTxM = dimM = n

3.2 Applications tangentes:

soient M;M 0 deux variétés di¤erentielles et soit f 2 Cq(M;M 0); q � 1
pour tout x 2M;f dé�nit une application efx : �x ! �0f(x) par

efx(u) = f�u;
8u 2 �x

Theorem 21

Il existe une unique application Txf : TxM ! Tf(x)M
0 telle que le dia-

gramme suivant soit commutatif:

TxM
Txf :! Tf(x)M

0

�x " " �0f(x)
�x

efx! �0f(x)

Theorem 22

1)l�application Txf : TxM ! Tf(x)M
0 est linéaire.

2)Pour toute carte C = (U;') une carte de M en x et toute carte C 0 =
(U 0; '0) une carte de M 0 en f(x) on a:

Txf = (df(x)'
0)�1 �D('0 � f � '�1)'(x) � dx'

De�nition 23

L�application linéaire Txf est appelée application tangente à f en x
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4 Immersions,Submersions, Sous variétés.

4.1 Immersions,Submersions

f est une immersion en x 2M (resp.submersion en x) si l�application tangente
Txf : TxM ! Tf(x)M

0 est injective (resp.surjective)
si f est une immersion en x 2M alors dimM � dimM 0

si f est une submersion en x 2M alors dimM � dimM 0

De�nition 24

On dit que f 2 Cq(M;M 0) est une immersion deM dansM 0 (resp.submersion
deM dansM 0 ) si elle est une immersion(resp.submersion) en tout point deM

Notation 25

l�ensemble des immersions de classe Cq deM dansM 0 est noté par Imq(M;M 0);
(q � 1)
l�ensemble des submersions de classe Cq deM dansM 0 est noté par Subq(M;M 0);

(q � 1)

Theorem 26

Soient M;M 0;M" des variétés de classe Cp; p � 1; f 2 C0(M;M 0); g 2
C0(M 0;M")
1) Si g 2 Imp(M 0;M") et g � f 2 Cp(M;M"); alors f 2 Cp(M;M 0)
2)Si f 2 Subp(M;M 0) et est surjective et si g � f 2 Cp(M;M")alors g 2

Cp(M 0;M")

De�nition 27

Soient M;M 0 deux variétés di¤erentielles et soit f 2 Cq(M;M 0) , q � 1
Soit x 2 M;on appelle rang de f en x; l�entier noté rgxf qui est égal au

rang de l�application linéaire Txf : TxM ! Tf(x)M
0
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Theorem 28 (du rang)

Soient M;M 0 deux variétés de classe Cp; (p � 1) de dimensions respectives
n et n0; f 2 Cp(M;M 0) et x 2M:
S�il existe un voisinage V de x dans M tel que le rang de f soit constant

= k sur V alors il existe une carte C = (U;') une carte de M en x et une carte
C 0 = (U 0; '0) de M 0 en f(x)
telles que la fonction '0 � f � ' coincide sur '(U \ f�1(U 0) \ V ) avec

l�application p : Rn ! Rn0 dé�nie par:

p(a1; a2; :::; an) = (a1; ::::; ak; 0; ::::; 0)

Remark 29

-Si f 2 Cq(M;M 0) est une immersion en x alors elle satisfait le théorème du
rang avec k = n = dimM
-Si f 2 Cq(M;M 0) est une submersion en x alors elle satisfait le théorème

du rang avec k = n0 = dimM 0

De�nition 30

Soient M;M 0 deux variétés de classe Cp; (p � 1) et soit f 2 Cp(M;M 0):
On dit que f est un di¤éomorphisme local en x 2M s�il existe un ouvert U

de M contenant x tel f jU soit un Cp�di¤éomorphisme de U sur un voisinage
ouvert de f(x) dans M 0

Proposition 31

f 2 Cp(M;M 0) est un di¤éomorphisme local en x 2 M si et seulement si f
est à la fois une immersion en x et une submersion en x

Theorem 32

Si f 2 Cp(M;M 0) est bijective et est un di¤éomorphisme local en tout point
de M alors f 2 Diffp(M;M 0)
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4.2 Sous variétés

Soit M une variété di¤erentielle de dimension n .
Un sous ensemble N de M est dit sous-variété de M de codimension k

(k � n) si pour tout x 2 N; il existe une carte Cx = (Ux; 'x) de M en x telle
que:

'x(Ux \N) = 'x(Ux) \ Rn�k

où Rn�k est identi�é au sous espace Rn�k � f0g de Rn�k � Rk = Rn

La carte Cx = (Ux; 'x) est dite carte adaptée à la sous variété N:

Theorem 33

Soit N une sous-variété de codimension k d�une variété M de classe Cp et
de dimension n:
il existe sur N une unique structure de variété de classe Cp telle que:
i)La topologie qui lui est canoniquement associée soit la topologie induite

sur N par la topologie de M
ii)L�injection canonique de N dans M soit une immersion de classe Cp:

Remark 34

les théorèmes ci-dessous permettent entre autres de démontrer qu�un ensem-
ble est une variété sans passer par la construction d�atlas.

Theorem 35

Pour qu�un sous-ensemble N d�une variété M soit une sous-variété de codi-
mension k il faut et il su¢ t que pour tout point x 2 N; il existe un voisinage
ouvert Vx
de x dans M et une submersion gx : Vx ! Rk tels que:

g�1x (0) = N \ Vx
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Theorem 36

Soient M et M 0 deux variétés de classe Cp , f 2 Subp(M;M 0) et soit N 0

une sous-variété de M 0 de codimension k:
Si N = f�1(N 0) 6= ; alors N est une sous-variété de M de codimension k et

on a:

TxN = (Txf)
�1(Tf(x)N

0);8x 2 N

Theorem 37

Soient M et M 0 deux variétés de classe Cp et soit f 2 Cp(M;M 0) une
application de rang constant = k sur M:
alors 8y 2 f(M); l�ensemble N = f�1(y) est une sous-variété fermée de M

de codimension k et on a:

TxN = kerTxf ;8x 2 N

5 Serie d�exercices:

Exercice1:
1)Trouver en utilisant les projections stéréographiques un atlas (A) de la

sphère S2 = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 = 1g
2)Démontrer que la topologie � (A) est séparée.
3)Expliquer comment trouver par les projections stéréographiques un atlas

(A) de la sphère Sn ; n � 3 .

Exercice2:
1)Démontrer que la relation "� "entre Cp�atlas est une relation d�équivalence
2)Démontrer que:
Si (A) � (B) alors � (A) = � (B)

Exercice3:
Démontrer que pour tout Cp-atlas (A) d�un ensemble E il existe un unique

Cp-atlas saturé équivalent à (A)
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Exercice4:
Démontrer q�une variété di¤erentielle est localement connexe et localement

compacte.

Exercice5:
Démontrer que GL(n;R) = fA 2 M(n;R) : detA 6= 0g est une variété

di¤erentielle
où M(n;R) est l�ensemble des matrices carré réelles d�ordre n

Exercice6:
Soient M1 et M2 deux variétés de classe Cp de dimensions respectives n1 et

n2
1)Construire une carte C = (U;'; n1 + n2) puis un atlas (A) de l�ensemble

M1 �M2

2)Démontrer que la topologie canoniquement associée à (A) est une topologie
séparée
3)Donner les structures de variétés des ensembles suivants:

i)R� S1 ii)S1 � S5

Exercice7:
Soit S1 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g
on munit S1 de l�atlas (A) = fC1; C2g dé�ni par les projections stéréo-

graphiques
Etudier la di¤erentiabilité de la fonction f dé�nie par:

f : S1 ! R
(x; y)! f(x; y) = y

x+2

Exercice8:
SoientM;M 0;M"trois variétés di¤erentielles de classes respectives p; p0; p" et

soient f 2 Cq(M;M 0); 1 � q � inffp; p0g; g 2 Cs(M 0;M"); 1 � s � inffp0; p"g
Démontrer que g � f 2 Ct(M;M"); t = inffq; sg

Exercice9
SoientM;M 0;M"trois variétés di¤erentielles de classes respectives p; p0; p" et

soient f 2 Cq(M;M 0); 1 � q � inffp; p0g; g 2 Cs(M 0;M"); 1 � s � inffp0; p"g
1)Démontrer que 8x 2M on a:

Tx(g � f) = Tf(x)g � Txf
2)En déduire que si f et g sont des submersions alors g�f est une submersion

Exercice10:
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Soient M1 ,M2 ,N trois variétés di¤erentielles et soient les applications
f1 : N !M1 et f2 : N !M2

Démontrer que l�application f = (f1; f2) : N ! M1 �M2 est di¤erentiable
de classe Cp(p > 0;ou p =1) si et seulement si les applications f1 et f2 le sont.

Exercice11:
Démontrer que:
Pour qu�un sous-ensemble N d�une variété M soit une sous-variété de codi-

mension k il faut et il su¢ t que pour tout point x 2 N; il existe un voisinage
ouvert Vx
de x dans M et une submersion gx : Vx ! Rk tels que:

g�1x (0) = N \ Vx

Exercice12:
Démontrer que O(n) = fA 2 GL(n;R) :t A = A�1g est une variété di¤eren-

tielle.

Références:
1)M.berger et B.Gostiaux:Géométrie di¤erentielle.Variétés, Courbes et Sur-

faces.P.U.F(1987)
2)J.Braemer et Y.Kerbrat:géométrie des courbes et des surfaces
2)J.Dieudonné:éléments d�analyse , tome3, Edition Jacques Gabay.
3)V. guedj:Géométrie di¤erentielle
4)Y. kerbrat:Cours de D.E.A en géométrie di¤erentielle 1985, Université

Claude Bernard, Lyon, France
5)A. Lesfari:Géométrie
6)P.Pansu:Géométrie di¤erentielle

12


