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Réponses Série 4
Chap 3 : Problemes aux limites elliptiques

Excercice 1.
Réponse :
— Probleme (P;) équivalent & trouver u € V = {v € H'(0,1)/v(0) = 0} tel que

1 1
YoeV, a(u,v):= / (u'v" 4+ Muw)dz = / fodx
0 0

Comme fol [u/|2dx > fol |u|*dz, alors a(u,v) > (14 \)|ul.
La forme bilinéaire a est coercive si A > —1. Donc on a existence et unicité si A\ > —1, de plus
u € H?(0,1) car u” € L*(0,1).

— Probleéme (P,) équivalent & trouver u € V.= H'(0,1) tel que
1
YoeV, a(u,v)+bu,v)= / fodx
0

avec b(u,v) = au(0)v(0)+Bu(1)v(1). La forme bilinéaire a+b est continue car 'injection H'(0,1) C
C°0, 1] est continue. Elle est coercive si A > 0, a > 0 et 3 > 0. Donc on a existence et unicité pour
ces parametres. La solution u € H?(0, 1) et satisfait les condition aux limites (du type Robin), on
peut le vérifier en intégrant par parties.

— Probleme (Ps) équivalent & trouver u € V.= H'(0,1) tel que
YoeV, a(u,v)= L(v)
avec L(v) = fol fudz + av(0) + fv(1). On a
L) < [Ifllz2llvllz2 + [ell(0)] + [Bllv(D)] < C(Ufllz2 + laf + [B) V]|

Donc L € V. On a existence et unicité si A > 0. La soluion est dans H2.
On a résolu le probleme de Neumann non homogene.

Excercice 4.
— a(u,v) est bornée :

la(u,v)| < |[Vullr29)l|Vollr2@) + allvoul 2w vovl 2 )
< Clluflmr@l|v]| 1), continuité de Iapplication trace



— a est coercive :

a(v,v) > [[VullZzq) + alvoull iz
> min(1, @) ([[VullZz) + ol Z2 )
> Cllull3: () grace & l'inégalité de Poincaré-Friedrich

Le théoreme L-M entraine que (Ps) possede une solution unique.
La solution vérifie au sens des distributions

—Au = f (1)
Si le domaine est régulier u € H?(2). La formule de Green avec I'équation variationnelle entraine
[ 0nw) + ar()rate) =0, Vo€ @)
r
Comme H'Y%(T') = I'm(7) est dense dans L?(T), il découle que

fyl(u)+a’yg(u):()<:>g—z+au:05ur1“ (2)

On vient de résoudre le probleme aux limites (1)-(2).



