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Introduction
On considére une chaine de Markov (X,,),~, avec la distribution initiale g
et les matrices de transition (P,),~, , le processus aléatoire (X,4x),~o- est
une chaine de Markov caractérisée par la distribution initiale 7 et les ma-
trices de transition (Pn1),,>¢-
La proporiété précédente peut étre généralisée aux temps d’arrét par le
théoréme suivant:
Théoréme Soit X = (X,,),~, une chaine de Markov et 7 un temps d’arrét a

valeurs dans I’ensemble N,pour toute partie A de E et n > 1:

E [Xf+n €A Fr)i-n—l] =E[Xrn €A Xrpn]



Preuve
Soit AC E,B€F, jetn>1

E (P [XTJrn €A | X7+n71] 113) E (E [lA (XTJrn) | XTJrnfl} 1B)

B> (ta (Xkin) | Xign-1] 1pngr=ry)
k>0

E Z ([114 (Xk+n) | Fk)infl] ]‘Bﬂ{‘r:k})
k>0

Rappelons que:

E [1A (XTJrn) | X’T'Jr’ﬂfl] =P [X‘r+n €A | X7+n71]7

et d’autre part:

> (14 Xign) | Xiin-1]1Bagr=r1) = Y ([1a Xign) | Fi1] Lpngr=k}) »
k>0 k>0

car le processus (X, ),,~, est une chaine de Markov.
Comme 7 est un temps d’arrét, on a:

Bn{r=k}=Bn{r+n—-1=k+n—-1}c F¥,_,,

et par suite:

E(P [X‘r+n €A | Xf+n—1] 1B) =F ZE ([1A (Xk+n) 1Bﬁ{7—=k} | Fk)i-n—l])
k>0

En basant sur le théoréme de la convergence monotone et les projections
itérées des espérances conditionnelles, on conclut que:

E (P [XTJrn €A | XT+nfl] 1B) =F (1A (XT+n) 1B) .



Etant donné B est arbitraire, avec:

X
Be F7'+n—1’

alors, on obtient le résultat demandé d’aprés la définition de 1’éspérance
conditonnelle. ]



