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1 Chaînes de Markov

1.1 Notions de base-Suite

1.1.1 Introduction

1.1.2 Dynamique markovienne

1.1.3 Distributions marginales

Soit (X0; X1; :::; Xn) un vecteur (n�uplet) extrait d�une chaîne de MarkovX; les
conditionnements successifs permet de dé�nir la distribution de (X0; X1; :::; Xn)
par:

P [(X0; X1; :::; Xn) = (x0; x1; :::; xn)] = P [(X0 = x0] :P1(x0; x1):::Pn(xn�1; xn)

= �0(x0):P1(x0; x1):::Pn(xn�1; xn)

pour tout x0; x1; :::; xn 2 E:

Remarque

On déduit les probabilités marginales �n de la distribution �0 et des matrices
de transition:

�n(x) =
X

x0;x1;:::;xn�12E

�0(x0):P1(x0; x1):::Pn(xn�1; x)

En utilisants les notations des matrices, la formule de la distribution �n est
donnée par:
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�n = �0:P1:::Pn;pour tout n � 1;

La distribution �0 est considérée comme un vecteur ligne de taille card(E)
multipliant à gauche le produit de matrices P1; ::; Pn:

Formule de Chapman-Kolmogorov La formule de Chapman-Kolmogorov
exprime le fait que la probabilité d�aller de x en y entre la date 0 et la date n se
décompose comme la somme des probabilités d�aller de x en y en passant par
un état z arbitraire à une date intermédiaire k; elle est donnée par:

P [Xn = y j X0 = x] =
X
z2E

P [Xn = y j Xk = z] :P [Xk = z j X0 = x] ; x; y 2 E pour tous 0 � k � n:

Espérance conditionnelle et matrice de transition Pour toute fonction

intégrable ou positive f : E �! R;l�ésperance conditionnelle E
�
f (Xn) j FXn�1

�
se calcule en utilisant la matrice de transition Pn :

E
�
f (Xn) j FXn�1

�
= E [f (Xn) j Xn�1]

: = (Pnf) (Xn�1) =
X
y2E

Pn(Xn�1; y)f(y):

Si on représente f par un vecteur colonne f(x); x 2 E; de taille card E;la
formule de E

�
f (Xn) j FXn�1

�
présente le produit matriciel à droite Pnf :

E [f (Xn) j Xn�1 = x] = (Pnf) (x)

Espérance non conditionnelle et matrice de transition L�espérance non
conditionnelle de la variable aléatoire f (Xn) se calcule par le produit matriciel:

E [f (Xn)] = �0P1:::Pnf , pour tout n � 1

Notons que la distribution �0 est représentée par un vecteur ligne, alors que
la fonction f est représentée par un vecteur colonne.
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