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t-*s m*thodes d'apprcxii::ation

4.1 Méthodes de résolutions

On ne pas de manière générale résoudre arralytiquement les équatioas des systèmes

intéressants polyélectroniques. Les Elproximations faitcs s'appliquent alors soit à Ê (et on

cherche alors ies fonctions d'onde exactes) soit à V (oû cherchc alors des fonctions d'ondes

approchées qui répondent le mieux possible à 1'hamiltonien).

r la plupart des problèmes de la chimie quantique sont résolus à I'aide de méthades

approchées.

r les plus importantes méthodes sont les méthodes de variations et de perturbations.

4.1.1 Méthode des variations :

Elle est fondée sut le théorème suivant :
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Soit lü) une solution approchée d'un hamiitonien fI et ,' , la rrlus petite

ile," vale'.lrs propres iie , ," r"est-a-iiire i'energie d.u'i-:iveau flc):rdantenrai*.

l,a vaii:ur rijûyefiile < Ë >ÿ iie i'éirergie dans tout état iF est toujaus supérieure à

l'érrergie de l'Éiat -fanrJ+meniai iiu sJ''stème.

j F..>.,: iirirri'J'i-i Vlr' Ë! ÿ'rdr.ï f,+\u/!t (lplü) j:

1Ë ?4t i:e p*ut égeler §6 q&e si oc ç0. c.-à-d. qu'ell* repr*sente exâ€teme$t i'élat

fondamental du s.vstème.

Pour dém*ntrer cette inégalité, développeins F sur la base des etats prûprrs *rtiranormês de

tt:

Ce développenrent nous donne :

lÉi = X'nt*,

= T!rul'
ft

iïPr lljrl

(4.2)

(4.3)



Les méthod*s d'approximati*n

Etïectuons le produit hermitien {*lff llr} ea r*mplaçânt lÉ} pâr son déveioppement (4.1) at

tenant compte de :

Hlç*ï = E*iÇx| (*.4)

Fi-risque Ë6es1le iiiveari de plus b*sse énergie, cn a ,§s à E* i il vient atrars :

(ûlrit*i = xrlcrl? Et > EoI}lcrl, (4.5)

Remplaçons dans cette dernière inégalité X*lcrlz par (ÿlü); on obtient la relation I ce qui

démonte le théorème

4.1.2 Perturbations indépendantes du temps

La méthode dite des perturbations pourra être utilisée iorsque dans l'équation de

Schrôdinger figrrent des quantités suffisarmrent petites porrr pouvoir êre négligées lors doun

premier calcul, pefinettart ainsi d'obtenir une certaine solution, notéelrf$). Supposons donc

qu'un système physique soit décritpar I'hamiltonien :

H = lls*Y {4.6)

ûù It' reprÉseate une grandeur physiqiie aÿ'ant uae vai+ur élevée pff rappêrt à celle décrite

par I'opérate*r Y.

f;I6 est appdé I'hamiitonien aen perfilrb{ et ÿ est Ia perturba*ion

Supposons eoûnus les vecteurs propres lü*) et les valeurs propres ffl du spectre supposé

discrst, rie i'hamiitcnien non perturbtilfç. t}i eonnait donc les solutiats exatt€s, cu

appra*hées, de I'équaticn de §chrôdinger :

iroilÉ#) = §*l*fl) {4.7)

Le problèn'ie à résoudre par la méthode des perturbatiri"ls cansiste à trouver de manière

approchée les solutions de l'équation aux valeurs propres :

f{hrr"i = {I{o + Ë} lÿ"} æË,,hp,}
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(4.8)



Les méthodes d'appr*xiraatian

Donc de déten:rinÇr les vale:.lrs prcÿrss ffoest les vectews propre lÉ") de l'hamiltoai*n

perturbé ff.

ûn suppose q*e 1e prablème c{iru1u n'est pas dégénéré,

Noris suppûsefi]ns que toutes les valeurs proprÊs Efl sant nan rl6g6rérés et que les vecteurs

prûpres lrpfl) soat narmés. La perrurbatiaa Étant supposée faible, nous l'éerirons sûu§ la forme

Y*]tW avec .ô << 1. (.[ est un paramètre de couplage qui aous pefinettra d'ordonner les

caleuls que I'ol srlppCIs* petit devant l].

§oit I4l = ll - ffola perturbation. On écrit ensuite f,tr = ItrÛ + âW

Nous ailcns ch*r*her à présent les valerss et le* ve${eurs proprts rle ff s*us f*rr***t de

§,, = E;l + r§j.+ a2§â+.".

lÿ"1 = Irl,#i + À|ttf"t + nzlrlr,*) + ...

Gn injaci* cetie éc.riture dairs I'équatien de §chriiriing*r

lÉ ) = I*#i + Âhr*) +,1r1ÿj*) + ...

, il vient :

{sÛ +,ttÿiiti}§i +,tirrâ} + Â2lqHi + ...} ={sg + â§* +.42ë':+...}iiç§} +

1l4,il + rz\,â't + .'. )

Regroupons ies termes seloR les puissances stccessives de â, d'crl :

{4.12',)

llol,fl) +.aiir0hljâ) + ltrlrjrâ)i +;t2{ir0l,É,;} + it/Tÿâii + ,-.

= s.*l*â) +,1(s,Îirr*) + §,llirâ)) +,iz{Ëgi*il + #l*p;}
+ E?hr8)) + ...

(4.e)

(4.10)

Pour que l'égaliæ soit vérifiée quel que soit â, on identilie les termes de même puissance en .t.

Les termes rl'ordre zéra: @nt dêjà vérifiés par l'hypothèse.



Les méthodes d'apprcxir*atior: 6Ë

4.1.3 Energie

(4.14',)

(4.15)
(run - s,?) l,l,*) + {w-s*;l*,1} = o

Le prcduit hermitien de {a.la} par le vecteur lr$r$} s'écrit :

{,pâlirn - §,ii*l*i + {rjj#l §f-r}31ç;l = i; {4.r6}

Puisque ir0hÊSi = g*l*â), et c*mpte tenu de I'herméticité de rf0qui Rous d*ane

{rfrâlflnldrâ} = e*{ÿ}irrrli, 1* premier terrile de (a.15} +st nui. Les vectçurs l{r*} étant normés,

le secand ter:ne de {2) nous doficie :

Les termes de correction du premier ordre sont ceux en l, soit :

{4.11)

H* ltt)à, + wlÿ,T):ff hr;) + g;) l*,t)

s; : i,r,ttE/idrjli

Pour une valeur propre §fl non dégénéré, la valeur propre §,n de .6[ s'écrit donc au premier

ordre, en revenant ar»r notions initiales :

4.1.4 Vecteurc propres

Cherchons le vecteru lrfâ)sous la fonne d'un développement sur les vecteurs d'ordre zéro

Irf9);

(4.18)

Les cûctlcients cp, du développerrenl (3i sott d*nnés par: c6 = i*31*g).

Pour ies calculer, partans de l'équaticn (1) qui nous dcnne, poffi k + n:

l*à) = I.n- l*âl
k



Les méthcdes d'appr*ximaticr"r

Démontré ie théorème des variations qui affrme que, pour un système quelconque, l'énergie

Ë(ÉlHlrlr) obtenue p&ur rlrre fonctian d'ondc queiconque normée est supéri*urn ûu égal* à la

plus petite vaieur prôpre §1 ile l'rpérateur hamiltonien Ê.

Oa cherche à construire une fonctioa d'onde approchée de l'état fondamental d'un systèrne à

un électron eüErrne une cambinaison linéaire de deux orbitales atamiques ÿoet Çn

tls = coçn* c»çu

L'éaergie électranique assaciée est: E = {*lHl{,} avec F{ I'opé;at*ur harniitonien électro-

nique.

l=?rouver les soiution Er et 82, e* foncti** dello* *(ç{rlBlç,}, Hyz=(,paiHiçr},

§ab = {rp"lHlrpa} rt .§s6 = ltp"ftÿù, satisf,aisaat à 1a fonciieis qufl l'énergie *ie l'état l'oada-

mental soit minimsle. Ca suppase que Ho* 1 Haa { CI, Has 1û et §*a } 0.

2- Montrer q$€ prlur §*6 petit, o* obtient :

E"**tr***Hut-W
E,*;(r**H»a*@

3-Montrer que pour Hon K H66 ctS"6 aégligeable, on obtiçnt :

t.AÆ-r-
l.,t:n I7-^ T

Has-Hbb
ct E, * Huu - 

ttât'

Haa-Hbb

4- Montrer que si Hoo = t sn a : E1 ^r Hoo et Ëz o H** .

Démcrntr€ que clans la farmule /*i) = Ti=r$ /rÿ? les coefficients Co,, peut être ehoisi

égal à zéro.

Exereice ;1.3 {&tréthcde varisrti*i:rrells + m*{thçde LCÀ{}}

'l


