Chapitre 4 : Les méthodes d’approximation en

mécanique quantique.

[Méthode des perturbations, Méthode des variations]
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4.1 Méthodes de résolutions

On ne pas de maniére générale résoudre analytiquement les équations des systémes
intéressants polyélectroniques. Les approximations faites s’appliquent alors soit & H (et on
cherche alors les fonctions d’onde exactes) soit a v (on cherche alors des fonctions d’ondes

approchées qui répondent le micux possible a I’hamiltonien).

 Une resﬁlumm exacte de !’eqaatmn de Sckmdmger n’est pms;!ale qae dans les cas Ies

' prim s:m;zies {gameaie !ﬁ)re, atsme é’hydrﬁgene, ei:e...}

e la plupart des problémes de la chimie quantique sont résolus a 'aide de méthodes

approchées.
e les plus importantes méthodes sont les méthodes de variations et de perturbations.

4.1.1 Méthode des variations :

Elle est fondée sur le théoréme suivant .

Théoréme : Soit |1 une solution approchée d’un hamiltonien H et £, la plus petite
des valeurs propres de H, c’est-a-dire I’énergie du niveau fondamentale.

La valeur moyenne < E >, de I'énergie dans tout état ¥ est toujours supérieure a
"énergie de I’état fondamental du systéme.

— {PiHIp_ % = ;
SEs,~ 2 WEY_[ w* H W dr > E, @.1)

<E >y ne peut égaler E; que siocyp,, c.-d-d. qu’elle représente exactement l'état

fondamental du systeme.

Pour démontrer cette inégalité, développons ¥ sur la base des états propres orthonormés de

H: - s e
9= cilo)

K 4.2)

Ce développement nous donne : YY) = z!ck}z (4.3)
K
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Lffectuons le produit hermitien (|H|y) en remplacant |1p) par son développement (4.1) et

tenant compte de :

Hlgy) = Exleow) 4.4)

Puisque Egest le niveau de plus basse énergie, ona Ey = E; ; il vient alors :

(WIH[Y) = Telckl® Ex 2 Eq Zilckl® 4.5)

Remplagons dans cette derniére inégalité ¥z lc, 1% par (3f|if): on obtient la relation (4.1) ce qui
P g k€™ D 1

démontre le théoréme.

4.1.2 Perturbations indépendantes du temps

La méthode dite des perturbations pouwrra étre utilisée lorsque dans P’équation de
Schradinger figurent des quantités suffisamment petites pour pouvoir étre négligées lors d’un
premier calcul, permettant ainsi d’obtenir une certaine solution, notée{$%). Supposons donc

qu’un systéme physique soit décrit par I’hamiltonien :

H=Hy+V (4.6)

Ou H, représente une grandeur physique ayant une valeur élevée par rapport a celle décrite

par U'opérateur V.
H, est appelé hamiltonien non perturbé et V est la perturbation.

Supposons connus les vecteurs propres |h) et les valeurs propres Ej du spectre supposé
discret, de ["hamiltonien non perturb¢H,. On connait donc les solutions exactes, ou

approchées, de I’équation de Schrédinger :

HOpY) = ESIpY) @.7)

Le probléme & résoudre par la méthode des perturbations consiste a trouver de maniére

approchée les solutions de I’équation aux valeurs propres :

Hip,) = (H® + V) |,) =E, ¢, (4.8)
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Donc de déterminer les valeurs propres E,est les vecteurs propre |,) de I"hamiltonien

perturbé H.
On suppose que le probléme connu n’est pas dégénéré,

Nous supposerons que toutes les valeurs propres E5 sont non dégénérés et que les vecteurs
propres |2 sont normés. La perturbation étant supposée faible, nous I’écrirons sous la forme
V=AW avec 4 « 1. (4 est un parametre de couplage qui nous permettra d’ordonner les

calculs que I’on suppose petit devant 1),
Soit W = H — H® la perturbation. On écrit ensuite H = H® + AW

Nous allons chercher & présent les valeurs et les vecteurs propres de H sous forment de

E,=E)+ JEL + A°EZ+.. 4.9)

(4.10)

[Wn) = lm) + Aln) + 223) + -

On injecte cette écriture dans I’équation de Schridinger

1) = [0) + AlYn) + A2|i) + - @.11)

, il vient :

(H® + AW)(1) + AlpR) + 222y + ) =(E} + AE; + AEZL+.) (1Y) + (4.12)
Ay + 217y + )

Regroupons les termes selon les puissances successives de 4, d’ou :

HOWS) + ACH [ + WIPD) + A2 (HOIp2) + WIPE)) + - (4.13)

= EQn) + AEq ) + EX[PR)) + A2(EQIW2) + Exln)
+ EZlpR)) + -

Pour que 1’égalité soit vérifiée quel que soit 4, on identifie les termes de méme puissance en A.

Les termes d’ordre zéro : | HO[p2) = E2|R)  lont déja vérifiés par 'hypothése.
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4.1.3 Energie

Les termes de correction du premier ordre sont ceux en 4, soit :

HO[n) + Win)=ERlYn) + En)lYn) (4.14)

(4.15)

(H® = EDy [y + (W-ED[w2) = 0

Le produit hermitien de (4.14) par le vecteur [§3) s’écrit :

(WalH® — EQlyn) + (Yl W-ED)lyR) = 0 (4.16)

Puisque H°|2) = E2|p2), ot compte tenu de I’herméticité de H%ui nous donne
Yo IH L) = ES(¢C L), le premier terme de (4.15) est nul. Les vecteurs [§0) étant normés,

le second terme de (2) nous donne :

EL = (pQIW]ye @.17)

Pour une valeur propre E5 non dégénéré, la valeur propre E, de H s’écrit donc au premier

ordre, en revenant aux notions initiales :
4.1.4 Vecteurs propres

Cherchons le vecteur 3] )sous la forme d’un développement sur les vecteurs d’ordre zéro

[Pn):

92 = D cun 19D) (418)

k

Les coefficients ¢y, du développement (3) sont donnés par : ¢y, = (Yo Pl).

Pour les calculer, partons de I’équation (1) qui nous donne, pourk # n :
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Exercice 4.1 (Méthode variationnelle)
Démontré le théoréme des variations qui affirme que, pour un systeme quelconque, 1’énergie
E(@|H|Y) obtenue pour une fonction d’onde guelconque normée est supérieure ou égale a la

plus petite valeur propre E; de I’opérateur hamiltonien .

Exercice 4.2 (Méthode variationnelle + méthode LCAQ)
On cherche a construire une fonction d’onde approchée de 1’état fondamental d’un systéme a
un électron comme une combinaison linéaire de deux orbitales atomiques @, et @y

w = CaPa + CpPp
L’énergie électronique associée est: E = (P|H|Y) avec H 'opérateur hamiltonien électro-
nigue.
I-Trouver les solution E; et E,, en fonction de Hy, = (@ |Hl@.). Hyp = {@plHlpy),
H,p = (@ lHlep) et Sy = {@,/@p) . satisfaisant a la fonction que I’énergie de "état fonda-
mental soit minimale. On suppose que H,, < Hy, <0, Hy, < 0et Sy > 0.

2- Montrer que pour S, petit, on obtient :

ab

Ey = 2(Haq + Hyn = [ (Hpp — Hag)? + 4HZ,)

| SR

£, ~ {Pfaa + Hpp + \J{ (Hpp — Hpp)* # 4H§b)

3-Montrer que pour H,, < H,; et S, négligeable, on obtient :
ad bk ab s =

Hgb

Hi
Haq—Hpp

E;=~ Hg, + e
L as Haa—Hpp

¢t Ez = be o=
4- Montrer que st Hyy, = Oona: Ey = Hy, et E; = Hyy .

Exercice 4.3 Perturbation du premier ordre

Démontré que dans la formule /) = Y-, C /i7),que les coefficients Cp,, peut étre choisi
égal & zéro.



