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Chapitre 2

Modeéle de la particule libre dans une boite

[Ce chapitre est essentiellement consacré aux applications de I'équation de Schrodinger
et notamment aux problémes : (Boite de potentiel a une dimension. Boite de potentiel 3
2 et 3 dimensions. Application : modélisation de la structure des électrons m des
polyénes]
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2.1 Etats stationnaires
Nous allons considérer le cas trés important ot le hamiltonien H d’un systéme est indépendant
du temps. Cet opérateur est associé a I’énergie E, ce qui signifie que cette derniére constante,

Lorsque c’est le cas, on dit que ’on a un état stationnaire.

2.2 Particule dans une boite

Nous allons chercher, comme premiére application de 1’équation de Schridinger
indépendant du temps, les états stationnaires d’une particule libre de masse m confinée dans
une boitc cubique L. Cette étude est importante car elle est le point de départ de la

modélisation de nombreux problemes de physique. Le gaz parfait en est un exemple.

2.2.1 Boite unidimensionnelle
¢ potentiel

Ce systéme est décrit par le potentiel suivant :
Vix)=0 0 <x<L

V(x) =00 ailleurs

Comme illustre la figure. 2,1, ce potentiel comporte un mur impénétrable en x = 0 et x = L.
A cause de ce mur de potentiel infiniment haut, la particule ne peut pas se trouver a
L’extérieur de lintervalle [0,L]. Sa fonction d’onde doit nécessairement s annuler dés que x
atteint les bornes de !'intervalle. Par conséquent, on ne doit résoudre I’équation de

Schrodinger que pour x € [0, L], ¢.a.d. 1"équation :

(%) =9 = Ey) @y

Zm

Avec condition aux bornes | ¥(0) = 0, Y(lL)y=0 (2.2)

e L’¢équation différentielle (2.1) admet comme solution générale :

Y(x) = Asin(kx) + Beos(kx) (2.3)
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/2mE :
Avep oo VvZ2mE (2.4)
h
e L’imposition de la premiére condition aux bornes W(0) = Asin(0) + Bcos(0) =0
e La seconde condition aux bornes, se lit alors (L) = Asin(kL) =0
Ce qui implique que le produit kL est un multiple entier de 7, ou,
nw
kn - ? i ne % (7 5
i eN (2.0)

On a joint I'index n a k pour spécifier que cette quantité (un nombre d’onde) dépend du
nombre quantique n. Notons que seules des valeurs entieres positives de n sont a retenir, car
en changeant le signe de n, on ne fait que changer la phase de la fonction d’onde. On note
aussi que la valeur n = 0 a été exclue car elle donnerait une solution inacceptable, la solution

triviale Y{x) =0, vx €.
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2.2.2 Quantification de I’énergie
Rappelant la relation entre k et I’énergie E, (2.4), on obtient de (2.5)

W% Rinim?
T 2m T 2mi? neN* (2.6)

En

2.2.3 Propriétés des états stationnaires
On a trouvé dans les paragraphes précédents que les fonctions propres de H associées aux
valeurs propres E,, de (2.6), sont de la forme

nex
U, = Asin(—z—)

Ot n est un entier non nul. La constante A dans cette expression est déterminée par

normalisation, c.a.d. par la condition :

Sy (0)1Pdx = 1

f;‘iwn(_x)!zdx = A? f; sin? (3%’-‘:) dx =1

Changement de variable, onpose : u=="x = du=—"dx

b dx;n%du

nw
a .5
e sin‘udu =1
nw Jg

, a | ™ (1~cos2u
A*— f ~—————ldu = 1
nw g 2
. a 1 nw 1 nmw .
A —|= du — - f cosZuduj =1
nm 2 Jg 2 Jy

A? ﬁ; [}’ nm — % [sin2u]f™ =1

On trouve alors : /-2‘
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Et I’expression finale de la fonction d’onde associée a la valeur propre E,, se lit done

¥

() = f sin()

On peut déduire de cette cxpression les propriéiés principales suivantes des fonctions d’onde

décrivant les états stationnaires de la particule dans une boite :

1. Orthogonalité et propriétés nodales la figure 2.2 montre le graphique des fonctions
P, (x) et des densités de probabilité |y, (x)|? pour les quelques premiers niveaux
d’énergieE,. On remarque que, en plus des points x =0 etx =L, ¥, a(n— 1) zéros

situés en

mlL ,

X =Xy :-—?;—,m = 1,2,...,?‘!— 1
Ces points, ou la fonction d’onde et la densité de probabilité sont nulles, sont appelés points
nodaux ou simplement nceuds de la fonction d’onde. Le nombre de nceuds augmente quand n
augmente, c.a.d. quand 1’on passe a des états de plus en plus excités. La fonction d’onde i, de

ﬁ:’:

I’état fondamentale (situé aE =E; =
] 8mL2

) n’a pas de nceuds, celle du premier état excité, s,
d’énergic E = E, = 4E;, & un point nodal, celle du deuxie¢me état excité¢ Pza deux points
nodaux, etc...La variation des propriétés nodales des fonctions Y, quand n varie traduit
Porthogonalité des états stationnaires d’énergie différente. En effet, on vérifie aisément que

(U W ) est nul quand m # n

P x_l‘va sin L )sin( L ydx

L4t

B (n—m)nx (n + mymx
=7 j{ -cos i cos ¥

Position et impulsion moyennes comme on peut le voir sur la figure 2.2, la densité de

1

(Yn [m )

probabilité |, |2 associée a tout état stationnaire de la particule est symétrique par rapport

au point médian x =

N

5 s B z e
» La valeur moyenne de x sera exactement égale a - dans un tel état. En effet :
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L
() = jﬂ Y G2y () dx

X,

ol
= [, sin®()xdx

o con (22 )

=-{J3 xdx — f cos(T)xdx}
- () o () ] o
35 - G- () )

- BHlo-cHa-n]} =1L

2nw’ Lz

i

Ce qui donne finalement :

L
(35}-“—"2‘
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n .12
{a) y
' (b)
/ A\x; !fﬁ\
(\\‘ji 3
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N4
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Fig. 2.2 (a) fonction d’onde {1, et (b) densité de probabilité|y,|?, n=1, 2, 3, 4, pour

une particule dans une boite unidimensionnelle

On vérifie aisément aussi que la valeur moyenne de P, . la quantité¢ de mouvement le long

de x, est nulle dans tout état stationnaire, ¢.-a-d. que (p,)=0.
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2.2 Boite tridimensionnelle

Considére maintenant une particule se mouvant librement dans la boite tridimensionnelle de

la figure 2.3. L énergie potentielle de ce systéme est donne par

Fig. 2.3 Boite tridimensionnelle (cubique).

Vix,y,z)=0 0<x<a 0<y<b 0<z<c

Vix,y,z) = ailleurs

Comme dans le cas unidimensionnel, les murs de potentiel infini empéchent la
particule de quitter la boite, et la fonction d’onde n’est non nulle que pour 7 se
trouvant a Uintérieur de la boite. Elle s’annule nécessairement dés que I"un des murs

est atteint. L’ équation de Schrédinger que "on doit résoudre et donc :

ﬁZ dz 42 dz
~ L Dy ) = By, 2)

(2.12)

Et les conditions aux bornes se lisent

Yx=0y2=¢x=2ayz2 =0,
Yy =0,2)"¢xEy=bz) =0,

Yy z=0=yXyz=c)=0.
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Notons que I"Hamiltonien du systéme est de la forme H = H; + ﬁy +H,,

ol fo=(-2)<

he\ d*
A, =(-—)—
2mjdz?
Une telle forme est dite séparable : I"Hamiltonien est une somme d’opérateurs

individuels H;, chacun ne dépendant que d’une seule variable.

En fait, la forme séparable de 1’'Hamiltonien permet une séparation de variables sur la

fonction d’onde elle-méme. Ecrivons les solutions de (2.12) sous la forme

me?:v, Z) = (x}w(y)w(Z) | (2.20)

D’un produit de trois facteurs : le premier,yi(x) ne dépend que de x, le second, Y(y), ne
dépend que dey, et le dernier facteur i(z) est une fonction de zseulement.

Substituant (2 .20) dans (2.12), on obtient :

YO @A) + vEW@DH Y] + YW AN(@)] = Ep ()Y ()Y (2)

Ou encore, en divisant les deux membres de ceci par YW )P(z):

(2.21)

Bep(o] + By +—=Hp@] = E

l!i(ﬂ{ (467 ){ 11)( )

Cette équation demande que la somme des trois termes dans le membre de gauche soit

¢gale a une constante.

Chacun de ces trois termes ne dépendant que d’une seule variable, pour que leur somme soit

égale a une constante, il faut que chaque terme soit lui-méme constant.
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En effet, en prenant la dérivée des deux membres de (2.21) par rapport ax, par exemple, on

a:
i b 1}
0 U760 Rk BN
' dx
Ce qui signifie que ;521—5 [A.y(x)] doit étre égale a une constante ; appellons-la E, , on
A alors By(x) = Eap(x), (2.22)
De méme, on obtient Hb () = B (), (2.23)

Ezlp(}’) = E(2).

(2.24)

Ou Ey et E, sont des constantes.

Notons que chacune des équations séparées que 1’on vient d’obtenir, pour le mouvement de la
particule dans les troisx,yetz, est ["égquation de Schridinger dans une boite
unidimensionnelle. Ainsi, (2.22) décrit le mouvement dans la direction desx, limité a

Iintervalle {0, a] ; elle doit étre résolue avec conditions aux bornes :

Yx=0)=0=ykx=a),

De méme, (2.23) décrit le mouvement dans la direction des y limité a intervalle [0.,b] et doit

étre résolue avec conditions aux bornes :

Py =0)=0=v(y=bh)

Finalement, (2.24) décrit le mouvement en z restreint a intervalle [0, ¢]. Elle exige les

conditions aux bornes : Yz=0)=0=y(z=0c).

Les résultats de la section précédente peuvent donc étre utilisés directement, et donnent

donc :

2 . . mumx nyth?
e om0, g B e,
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— |2 iy (2T _ np*h?
tpnz(y) = ﬁsm (T), E}’;nz ke n, € N*,

2 . (ngmz ny2h?
Y, (2) = \/;sm (—%—) Exp, ===, ng €N’

gmc?

En résume les états stationnaires de la particule dans la boite tridimensionnelle sont
spécifiés par trois nombres quantiques entiers strictement positifs, ny , n; et nz : Les

fonctions d’onde sont

b, 63,2) = B%E sin (m:x) sin (nzgf)’ ) < (ﬂggrz)

(2.29)

2 (p2 2 g2
Et leurs énergies sont : _h° (n” c2 M (2.30)
Nin,n, 8ml g2 b2 o2

La technique de séparation de variables détaillée ci-haut, partant de (2.20) pour
obtenir a (2.29) et (2.30), n’est applicable que parce que I’Hamiltonien est de forme

séparable.
2.2.1 Dégénérescence et levée de dégénérescence

On note que, dans le cas oti la boite est un parallélépipede irrégulier, ¢’est-a-dire qu’a
# b # ¢, le potentiel est compleétement asymétrique, et tous les niveaux sont non-

dégénérés : a chaque niveau E, , ne correspond qu’un seul état, décrit par contre,

ingfig’
dans le cas ou le potentiel posséde une symétrie, traduite par d’au moins deux c6tés de

z

la boite, certains niveaux sont dégénérés.

Par exemple, dans le cas d’une boite cubique, a = b = ¢, chaque niveau En s
avec ny # n, # ny est sextuplement dégénéré, les six états qui y sont associés étant
Uninnst Pringng Yz, Yrisngng Prsngn, €6 Ynongn, (ils sont obtenus en considérant

toutes les permutations possibles deny, n,, n3). De méme, un niveau Ep iy O0 deux
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des nombres quantiques ny,ny,ng sont égaux, est triplement dégénéré, les trois états

associés étant Viyning Pranm, S ¥ninn,: Ainsi, les deux premiers niveaux d’une

2
3

particule dans une boite cubique sont

s — 3h?
1. Niveau fondamental : == =
0™ 8ma?

Non dégénéré, le seul étant y étant associé est ¢

6h?
8ma?

2. Premier niveau excité : == Ey =

Triplement dégénéré, les trois €tats y étant associés sont 1/,

Partant d’une boite symétrique, par exemple la boite cubique que I’on vient de considérer, une
levée de d’dégénérescence des niveaux est obtenue en déformant la boite, car une telle

déformation réduit la symétrie du systéme. On distingue deux cas :

-Levée de dégénérescence partielle : Deux des trois cotes demeurent "égaux, a <b = ¢, par
exemple, et le cube devient un parallélépipéde & base carrée. Le niveau E; du cas cubique se

scinde en deux niveaux :
Ei =Eyyq > E; = Eyqp = Eipy

La discussion précédente sert a illustrer la relation entre la symétrie du systéme et la
dégénérescence des niveaux : Un degré de symétrie enlevé favorise plus I'apparition de

niveaux dégénérés qu’un faible degré de symétrie.
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2.3 Puits de potentiel infini, Application : modélisation de la structure des
électrons = des ; nes)

On considére une particule de masse m se déplagant sur un segment de longueur L.

s 4% " . . oy, .
1. On considére la particule comme une onde Y de pulsation w = —-ouv la vitesse de

F

propagation et la longueur d’onde de de Broglie (A = g}.
. {Zn'x
Yy = 24sin )caswt

VA

Montrer que la condition de stationnarité de I’onde implique que "énergie E soit quan-

i o ) n?h? . L.
tifiée, et que E = ——, avec n un nombre entier positif.

8mL?’

2. résoudre I"équation de Schrodinger pour la particule. Vérifier que on retrouve
Iexpression obtenue a la question précédente pour 'énergie des niveaux permis. On
veut appliquer ce modéle pour décrire le systéme d’électrons 7 de la molécule de -
caroténe {ﬁgu:e ci-dessous). On fait ’hypothése que chaque électron du systéme de

liaison m conjuguées se déplace librement sur un segment de longueur L.

\

Y
i
H

SAAAAAAAA,
\Wg \

Figure 2.4 Molécule de f-caroténe

quel est le nombre d’électrons du systéme 7 ? Sachant que chaque niveau quantique

>3
3.

peut contenir au plus deux électrons (de spin et £ ), combien de niveaux d’énergie

sont remplis dans I’état fondamental ?

>

Estimer la valeur de L pour le f-caroténe.

]

*

Quelle est la longueur d’onde en nm pour la transition électronique de plus basse
énergie 7

6. En réalité, la premiére transition électronique se produit pour A=500 nm. Expliquer
pourquoi le modéle choisi est trop simple.
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Solution

1. L onde incidente se déplacant dans la boite (; ) peut s’écrire :
P = Asin{w (z t) = 4qin(2ﬁx wt)
L u ]

1’onde réfléchie 1, = Asin (—-’—;f + wt).

et 'onde totale : Y = Alsin (—2—? - a}t) + sin(z?- + wt)]= 24sin (31?-) coswt

Pour que I’onde totale soit stationnaire, elle doit s’annuler aux bords de la boite (en x = 0, et

2
&

R ., 2nx i . 5 & ni h s &
x=1), soit =~ = nmavec n un entier positif, d’ou L=~2— et A= — = - ce qui entraine

s et I"énergie cinétique de la particule est : F Lol e
= — g cinétique de I culeest: F = = .
p 2L g 4 P 2m 8ml?

2. L’équation de Schrodinger s’écrit, sur le segment 0 £ x < L:

K% a2

Ay = ————1(x) = Ep(x).

2m dx?

Soit () + Ep(x) = 0

=

s s . . ) s N o r - . i . . A.EZ_Zm;. s b
L’énergic de la particule est uniquement cinétique (E > 0), on peut poser k° = —5- avec k

un réel quelcongque, et la solution générale de I’équation de Schridinger peut s”écrire :
P(x) = Ae™* + Be X,
La fonction ¥(x) doit s’annuleren = 0, 9¥(0) = A+ B = 0, d’ou Y(x) = 2Aisin(kx).

Elle doit aussi s’annuler en x = L d’ou kL = nm avec n un entier positif non nul (pour n = 0,

la fonction ¥ (x) serait nulle partout). On obtient donc = = . E est quantifiée et dépend d’un
i q

) ) B . th

nombre quantique n (entier positif) : E = :mLz‘

- i~ * % : 4 i Zsi

En normant les fonctions ¥ (x), qui dépendent de n, on obtient : Y(x), = \j;‘ Sm(n’f)

W) P, =1

a2 (L . pnnx _ 2£
=A% [sin? —=dx =A%
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o
g |

3. Le systéme 7 du f-caroténe contient 11 liaisons doubles conjuguées et 22 électrons.

oF

Dans 1’état fondamental de la molécule, 11 fonctions ¥ (x), sont occupées, chacune par 2
électrons.
4. L est 4 peu prés égal 11 fois la longueur d’une liaison e=c double (= 1,33 4”) plus 10 fois

celle d’une laison C-C simple (= 1,54 A"), soit 30,03 4.

5. La transition électronique de plus basse énergie correspond au passage d'un électron du
niveau occupé le plus haut (n = 11) au niveau vide le plus bas (n = 12). La longueur

d’onde A du photon absorbé au cours de cette transition est :

A=1t=St = 1294 nm

Cette transition se produit dans Uinfrarouge.

. L’expérience montre que la transition se produit dans le visible 2 = 500 nm (d’ot la cou-
leur des carottes qui sont riches en bita-carotene).

Le modéle choisi est trop simple car il ne prend pas en compte les interactions d’un électron
avee les noyaux ¢t Ies autres ¢lectrons de la moléeule.

En particulier, le long de la chaine carbonée, I'énergie potentielle V{x) n’est surement pas
E=] o

constante. < . e

h N N [ ~ [ i
2 NS U i‘v\§~A P

Exercice 2.1
Une particule de masse m est assujettic a se déplacer sur une droite de longucur L fixée en ses
deux extrémités x = 0 et x = L. Montrer, en utilisant le caractére ondulatoire du mouve-

ment de la particule, que son énergie est quantifiée. Quelles sont les fonctions d’onde et les

énergies ?

Exercice 2.2 (Particule en rotation dans un plan)

Une particule de masse m, portant une charge -q, se déplace sur un cercle de rayon R, dans un
potentiel crée par une charge Q placée au centre du cercle. La position de la particule est re-
peérée par I'angle ¢ , dans un référentiel xOy (figure ci-dessous).

1. Ecrire 'expression des cordonnées cartésiennes X, y en fonction des coordonnées polaires
{R = constante) et ¢. Réciproquement, écrire R et ¢ en fonction de x et y.
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1 . s . 8 8
2. Calculer, en fonction de R et ¢, les dérivées partielles : ma;: et : ___.;
¥

3. Calculer le la placien A en coordonnées polaires R, ¢.

4. Ecrire I’équation de Schrodinger, en coordonnées polaires, des états stationnaires de la
particule en rotation.

5. Ecrire 'expression vectorielle du moment cinétique classique L de la particule de la parti-
cule, ainsi que "expression de ses composantes en coordonnées cartésiennes.

6. En utilisant les régles de correspondance entre grandeurs classiques et opérateurs, valables
uniquement en coordonnées cartésiennes, écrire ’expression de ’operateur composante L;
du moment cinétique en meécanique quantique, en coordonnées cartésiennes, puis en coor-
données polaires.
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3. Sid=p+ zq, —p—zq/g\fd\i (am ——a’aj

)@ =i = (p- af;‘)(g +iq)

y

. Denc P et q commutent.
Chapiti‘e 2

A\

/ = - = =
Exercice 2.1 g@”éﬁ%’( N ng_,M e_ . f /

La particule de masse m est confinée sur la droite dont les extrémités sont fixées. On peut lui

associer une onde se propageant de gauche a droite, ¥;(x, t) = 4;e'®**~W ¢t une onde réflé-

chie P, (x,t) = A, e~ kx—wt),

La corde étant fixée en ses deux extrémités ia fonction d’onde totale doit étre nulle en ces

deux points.
Yix=0+Y,x=0=0 = A +4)e™)I =0 Vi = 4, = —4;

Yix=L)+ P (x =L) = 0= Aj(e™t — e L)e~ Wt = 0 ¥ t = 2iA;sinkL = 0

RZE? nPmpPhR?

2m 2mlL

Ceci implique ky, = == et E, =
La fonction d’onde totale de la particule s™écrit : 24;sinkxsinwt.
Exercice 2.2
1. Les coordonnées cariésiennes sont les projections du vecteur position sur chacun des axes,
d’ou:

x = Reosy ;¥ = Rsing (1)
Réciproquement, on obtient :

R=x2+y2 ; tang = -15 Dol @ = czrctan% 2)
2. Le calcul des dérivées partielles peut se faire en utilisant les formules classiques de dériva-
tion. Cependant on peut opérer plus simplement en calculant des différentielles partielles, la
méthode pouvant étre employée pour tous les systémes de coordonnées. On évite ainsi le re-
cours aux dérivées des fonctions inverses.

1at y . 1 T o
Larelation Tang = - donne, pour x = constante , la différentielle :

dy = xd(tang) = ——dgp 3)

;—2{{;
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Puisque x est une constante, les différentielles sont partielles, et 'ona:

de dp _ coszqa cos?gp _ cosg

d T3 x  Rcose R “)
“AY 7 x=constante Y X cosg .

Un calcul analogue donne, pour y = constante, la différentielle :

dx = yd{(cote) = = };Zg do (5)
Yoo do _de __  sing
e g =% TR ®

y=constante e
3. Compte tenu respectivement de (6) et (4), on obtient pour les dérivées partielles :

d _d¢d _ _singdp 3 _9dpd _ _ cosp d (7)
ax  dx dp R 8x’ 3y adyade R 3p M

Les dérivées secondes s obtiennent de facon identique, en dérivant les expressions ci-dessus.

Le la placien a finalement pour expression en coordonnées polaires R, ¢ :

a2 g2 1 32 P
—— I e (8)

dx%  3dy?  Ragp?

A=

4. L’équation de Schrodinger des états stationnaires de la particule en rotation s’écrit, compte
tenu de (8) ;

4 ﬁz 2 )
(“‘ ImRZ ;;q;; ™ e R) Y(p) =EyY(e) (9
5. Le moment cinétique classique I de la particule est défini par le produit vectoriel :

l=rxp (10)

Ou r est le vecteur position et p=mv. Dans le cas présent, [ est perpendiculaire au plan de
rotation, et posséde donc une seule composante I,. Son expression en coordonnées carté-
siennes est :

l; = xpy —yox (D

6. Pour obtenir [’opérateur correspondant & 1, , les composantes de p en coordonnées carté-
siennes sont remplacées en utilisant les régles de correspondance, et les coordonnées carté-
siennes restent inchangées. On obtient I’opérateur 1, associé a la composante 1,

= mzﬁu——-=yi‘} (12)

Les formules (7) permettent de remplacer les dérivées partielles qui figurent dans (13), d’ol

I’expression de I’opérateur 1, en coordonnées R, ¢ : |, = —iﬁ% (13)



