Chapitre 3

Surfaces Paramétrées

| Surface Paramétrée, Plan Tangent

Définition 1.1: Une surface paramétrée (en abrégé S.P) de R3 est un couple (%, M) ol

Y est une partie de R® et M:U c R? — R3 est une application continue sur U (U
ouvert de R?) telle que M(U) = X. L’application M est appelée une représentation

paramétrique de la surface X.

S’il existe une autre application continue P : W < R*> — R3 ou W est un ouvert de
R? ettelle que P(W) = X, c’est-a-dire que P est une autre représentation paramétrique de
X, tout homéomorphisme ¢ :U — W tel que M =Po¢@ s’appelle changement de

parametre pour X, et P une reparamétrisation de (X, M).

Si la surface paramétrée (X, M) estde classe C* (k = 1), c’est-a-dire que M est de classe

Ck, etsi ¢ estun C*-difféomorphisme, P est alors une C*-reparamétrisation.

Dans tout ce qui suit, les surfaces paramétrées considérées seront de classe C*
(k = 1). La notion de plan tangent qui va étre donnée peut étre étendue a des surfaces

paramétrées par des applications qui ne sont pas de classe C!, mais cela est de peu d’intérét.
Soit (, M) une surface paramétrée de classe C* (k > 1) et soit
yitelcR—y) = (u(®),v(t)) € U c R?
une application continue de I’intervalle I dans ’ouvert U = domM. L’application
Moy:I —R3
paramétrise alors une courbe T'= M o y(I) c X. On dit qu’une telle courbe est tracée sur X.

Lorsque y est de classe C* ondit que (I, M oy) est une courbe paramétrée de classe C*

tracée sur X.



Soit (ug,vo) EU etsoit to €1 tel que (ug, vo) = ¥(to) = (u(ty), v(ty)). My =
M (ug,vo) = M(y(to)) = (M o y)(t,) est un point par lequel passe la courbe T = (M o y)(I)
tracée sur Z.
On définit deux courbes particulieres tracées sur X passant par M, de la maniére suivante :
Soit un paveé ouvert I xJ (I et J sont des intervalles ouverts) de centre (ug, vy) inclus
dans U = domM (ce pavé existe toujours puisque U est un ouvert) et soient les applications
continues

et vy, : vEJ — y,,(v) = (up,v) EIXJcU.

Les applications
v 2 M 3
Moy, : | — UcCR* — R
Yuo 2 M 3
et Moy, :J— UcCR* — R

paramétrisent deux courbes tracées sur X appelées lignes coordonnées passant par M, (voir

figure ci-dessous).

=

Figure 1:



Définition 1.2: considérons toutes les courbes de classe C' tracées sur X passant par

M, et pour lesquelles M, est un point régulier. Si les tangentes en M, a ces courbes
engendrent un plan de R3, on dit que ce plan est le plan tangent en M, a la surface
paramétrée (X, M) et on le note II, X. La direction de ce plan, appelée ’espace vectoriel

tangenta X au point M, etnotée T, X, est I’espace vectoriel qui lui est associé.

Théoréme 1.1: Soit (T, M) une surface paramétrée de classe C* (k = 1). Si le point

oM oM o
Mo = M(ug,vo) est tel que les vecteurs —— (ug, vy) et - (ug,vy) soient linéairement

indépendants, la surface paramétrée (X, M) possede un plan tangent en M, de direction

—) —

. . oM
I’espace vectoriel engendré par (uo, vy) et — (uo, ).

Si M, satisfait aux conditions du théoréme ci-dessus, on dit que M, est un point régulier de
(Z, M), sinon on dit que ¢’est un point singulier de (Z, M).

M, est donc un point régulier de (Z, M) si et seulement si

—

oM oM S
E(uo:vo) A a_v(”"’ vy) # 0.

—)

oM

M étant de classe C¥, T A _v est de classe C¥~1 donc a fortiori continue; I’ensemble

des points (u,v) de U tels que M(u,v) estun pointrégulier de (X, M) est donc un ouvert
de U.

Dans les définitions et les résultats généraux énoncés dans la suite de ce chapitre les surfaces
paramétrées considérées auront tous leurs points réguliers (sauf mention contraire). De telles

surfaces seront dites surfaces paramétrées réguliéres.

Remarque 1:

aM M (u,vo) — M(ug, vo) Moy, (u)—Mo Y, (uo)
—— (U, v9) = lim = lim
Ju u—1ug U — Uy uU—ug U — Uy

— d(M ° yvo) (u )

du 0r
oM M (ug, v) — M(ug, vo) . Moy, v)—Mo Yu, (vo)
— (ug,vy) = lm = lim
av o vV — v v —1
d(M Vuo)

(o).



Exemple 1: Soit le repére canonique (0, {7, 7, k}) de R® etsoit (%, M) la surface
paramétrée définie par :
M :R? — R3 telleque M(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) = (acosu,asinu,v)

avec a € R%.

Si My = M(ug,v,) estunpointde £ = M(R?), les lignes coordonnées passant par M, sont
les images des applications suivantes :

- Moy, (w) =M(u,vy) = (acosu,asinu,v,) quiestlecercle C de rayon égale a et
de centre (0,0,v,), c’est-a-dire centré sur ’axe des z et situé dans le plan horizontal
Z = V.

- Moy, (v) = M(uy,v) = (acosugy,asinuy,v) quiest la droite verticale A définie par

X = acosu

y = asinugy’ c’est-a-dire la droite verticale passant par le cercle C au point
- 0

le systeme {

(acosuy,asinuy,vy).

On voit donc que M paramétrise le cylindre de révolution £ d’axe Oz etderayon a (voir
figure ci-dessous).

Au point M, ona:

WYe0) () =

(uo,vo) = (—asinuy,acosuy,0), qui est un vecteur non nul
du

horizontal, tangent au point M, a la ligne coordonnée M oy, (R) quiest le cercle C.

d(MoyuO)( 0) _

— (uo, v,) = (0,0, 1), qui est un vecteur non nul vertical, tangent au point

M, a la ligne coordonnée M oy, (R), plus précisement ce vecteur se trouve sur la ligne

coordonnée M oy, (R), puisque celle-ci n’est autre que la droite verticale A.

Quel que soit le point M,, ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, et donc le plan
tangent & ¥ au point M, est bien défini. C’est un plan vertical passant par M, et de

direction I’espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs.



—

Figure 2:

. . . VA .. p
N.B: Sur la figure ci-dessus, on a pris 0 <wu, < o ainsi les coordonnees du vecteur

i x'(ug, vy) = —asinuy, <0
E(uo’ v,) ont pour signes {y'(uy, vo) = acosuy =0
Zl(uo, 170) =0

Exemple 2: Soit le repére canonique (0, {Z, j, k}) de R3 etsoit M:U = R* — R?
définie par :
M(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) = (a,u + a,v + as, byu + b,v + bz, ciu + c,v + c3).
On en déduit que :
(x —as, y— b3, z—c3) =ulay, by, ¢1) +v(ay, by, c3).
Ceci implique
W =uX+vY,

ou le point P = (a3, bs, c3) et les vecteurs X = (aq, by, cq) et Y = (a,, by, c3).



Si les vecteurs X et ¥ sont linéairement indépendants, ’application M paramétrise le plan

A passant par le point P = (a3, b3, c3) et dont la direction est I’espace vectoriel engendré

par les vecteurs {X, Y}. Deplusona:

oM = M =
E(u, v) = (a4, by, ¢;) = X et E(u,v) = (ay by, c;) =Y.

Par conséquent en tout point M, du plan A, le plan tangent est défini (puisqu’on a supposé

que Xet? sont linéairement indépendants) et est évidemment confondu avec A lui-méme.

Il Changement de Parametres. Orientation

Soit (%, M) une surface paramétrée de R3, de classe C* (k>1),00 M:U c R? — R3.
Soit P: W € R?> — R3 une C¥-reparamétrisation de la surface (X, M) et soit
0:(wv) €U — O(wv) = (6:(w,v),0,(wv)) = (5,t) EW

le changement de paramétre (c-a-d, le C*-difféomorphisme) associ¢, M = P o 6.

PrODOSItlon 2.1: Sl MO = M(uo, Uo) = P(So, to), OU (So, to) = e(uo, Uo), est un p0|nt

régulier de la surface paramétrée (Z, M), c’est aussi un point régulier de la surface paramétrée

(Z,P) etles plans tangents a ces deux surfaces paramétrées en M, sont identiques.

Démonstration:

— —

M, est un point régulier de (X, M), équivaut a Z—Z(uo,vo) et aa—':(uo,vo) linéairement

indépendants et donc 1’espace vectoriel eng { (uo, UO) (uo, vo)} est la direction du plan

tangent Ty yv)2-

Comme

oM aPOB

Em (ug, vp) = (uo' V) = (50» to) (uO' vy) + (50' to) (uo' ) (*)
oM 6P°9

E(uo' vy) = P — (ug, vp) = (50' to) (uo'vo) + (50' to) (uo' o), **)

Ces deux formules, que 1’on peut mettre sous forme matricielle

—

oM oM _ (op ap
(% o v0) 2 v0)) = (L s, Z(5080))-

ds s
Tu (ug, vp) I (ug, vp) (4

t ot
Em (ug, vo) I (ug, vo)



impliquent que

P P L .. o
E(SO' t,) et 5(50’ t,) sont linéairement indépendants, donc M, est un point régulier de

(Z,P) et eng {— (uo, Vo) (uo, vo)} = eng{ (so,to), e (so, to)} . Par conséquent les

plans tangents Ty, v)Z €t Hpes,c)Z SONt identiques.

Si M, est un point régulier de (Z, P), ceci équivauta — (so, to) et (so, to) linéairement

indépendants et donc 1’espace vectoriel eng{ (so to), oy (so, to)} est la direction du plan

tangent Ilp(s, )2 -

ds d
7 (ug, Vo) P (ug, vo)

Comme la matrice carrée dans (***) est précisément la matrice

t
EM (up, o) ™ (ug, vo)

jacobienne du C*-difféomorphisme 6 au point (ug, v,), donc elle est inversible. 1l en résulte

oM oM . o :
que E(uO’UO) et E(uO’UO) sont linéairement indépendants, donc M, est un point

régulier de (Z,M) et eng{ (so, to), 5 (so, to)}— eng{ (ug, vo), (uo,vo)} . Par

conséquent les plans tangents Tlps, ¢ )Z €t My, v)E SONt identiques. m

Remarque 2: La démonstration ci-dessus montre que faire une C*-reparamétrisation

revient a faire un changement de bases dans I’espace tangent a la surface.

Définition 2.1: Soit (T, M) une surface paramétrée de classe C* (k>1).Si M, =

M (uy,vy) estun point régulier de (Z, M), le vecteur

M oM S
E(uolvo) A (')_v(uo' vy) # 0,

orthogonal a ’espace vectoriel tangent Ty, X = eng {— (uo, vo) (uo, vo)} est dit vecteur

normal a la surface £ en M,. Le vecteur

—) —)

(uo,vo) /\ (uo,vo)

1

—_— —_—

M oM
Ju (ug, vo) A v (uo, Vo)

Ky (ug, vo) =

o))

est appelé le vecteur normal unitaire a (2, M).



_ . i
L’application K, : U € R? — (TM(u,,,)Z)l = (eng {‘;—IZ (u, v),';—f(u, v)}) c R3 est

appelée le champ des normales unitaires a la surface paramétrée (I, M).

Définition 2.2: Soit E un espace vectoriel de dimension n et soient B; et B, deux

bases de E. Les bases B; et B, sont dites de méme orientation, si le déterminant
det(P(By,B,)) >0 ol P(By,B,) estla matrice de passage de B, & B,. Elles sont dites
d’orientation opposée si det(P(B,,B;)) < 0.

La relation ‘‘méme orientation’’ est une relation d’équivalence sur I’ensemble B(E) des
bases de E. Cette relation détermine exactement deux classes (méme orientation, orientation

opposée) puisque det(P(By,B,)) # 0.

On définit 1’orientation de 1’espace vectoriel E par le choix d’une de ces deux classes. Toute
base appartenant a la classe choisie comme orientation de E est dite base directe. On

convient que la base canonique de E = R™ est directe.

Proposition 2.2: Soit (Z,P) une Ck-reparamétrisation de (%, M) et

0:(uv)EUcCR? — 0(u,v) =(s,t) EW c R?

le C*-difféomorphisme associé (M = P o 8). Si le déterminant de la matrice jacobienne de 6

est positif en tout point de U, alors
Ku = Kp © 6.

Démonstration:

Montrer que K, = Kp o 6 revient & montrer que

V(u,v) €U, Ky(u,v) = Kpeo 8(w,v) = Kp(s,t).

Pour alléger 1’écriture des formules dans la démonstration; en un point quelconque

—

oP — O0s , .
(u,v) € U, notons . (s,t) par P/, " (u,v) par s, etde maniére analogue les autres

termes des formules (*) et (**) précédentes.

N .M oM .
Par rapport a la nouvelle notation E(u’ v) et E(u’ v) S’écrivent :



Ceci implique
M, A M] = (?Z.s&+ Ft”.t;) /\(F!.s,’, + ﬁ.t,’,) =
= si.sp.PI NP+ sLth P NP+ thsh. P AP+ tht). Pl AP =
= si.t).’i A B + ti.s;.F/ A P (puisque ; A B = B A B =0)
= (sl.t,— th.s)).PI A P
L expression  (s,.t, — t,.s,) est positive par hypothese, puisque c’est exactement le
déterminant de la matrice jacobienne de 6 en un point quelconque de U. Par conséquent
My ANMy _ Guty— tes)BAR _ BAR

) = A leee— s B AR WA et

= Kpo B(u,v).m

Dans le cas des hypothéses de la proposition ci-dessus, on dit que le changement de
parameétres (c-a-d, le C*-difféomorphisme) 6 préserve I’orientation de (%, M), ou encore que
les deux représentations paramétriques M et P définissent la méme orientation de la surface
2.

Remarque 3: Si M et P définissent la méme orientation de la surface £ en un point

quelconque M, = M(ugy,vy) = P(sqy, t,), les deux bases {‘;—Z (ug, vo), Z—I‘:(uo,vo)} et

ap ap A o
{g (so, to), E(so’ to)} de Ty,Z ont méme orientation.

Remarque 4: Si le déterminant de la matrice jacobienne de 6 garde un signe constant sur

U, alors on a exactement deux possibilités pour la C*-reparamétrisation P :

Ky=Kp o8
ou Ky =—Kp o 6.

Dans le deuxiéme cas, on dit que 6 renverse | orientation de (T, M).



