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Exercice 1 Calculer l'intégrale

[:/(22+4)(z—1) dz

c

ou C est le cercle orientée positivement de centre 2 et de rayon 2.

Solution p
On a g(z) = XY EESY est holomorphe sur C\ {1, +2:},
les singularités en z = 1 est intérieure de C, z = 2¢ et z = —2¢ sont
extérieures de C
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On applique la formule intégrale de Cauchy pour 2o = 1 et f(2) = — 2
z

qui est une fonction holomorphe sur C et a Uintérieur de C, alors

[(224—4)(2—1) dz = 2ir f(1)
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Exercice 2 Calculer ["intégrale

COS T2
1= /(22 +1)2(z — 2)2 dz
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ot C est le cercle orientée positivement de centre —1 et de rayon 2.

Solution .
On a g(z) = e _I_Cf)S;(rZZ_ E est holomorphe sur C\ {—5, 2} ,
les singularités en z = — est intérieure de C, z = 2 est extérieure de C
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On applique I'extension de la formule intégrale de Cauchy pour zy = TR
n=1et f(z) = % qui est une fonction holomorphe sur C et a
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I'intérieur de C, alors
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Exercice 3 Soit l'intégrale
I / cos(mz) .
z2(z—1)
c
Calculer Uintégrale I dans les cas suivants:
1) C est le cercle de centre —1 et de rayon Rjavec Ry < 1.

2) C est le cercle de centre —1 et de rayon Reavec 1 < Ry < 2.
3) C est le cercle de centre —1 et de rayon Rsavec Ry > 2.
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Solution

On a

f(z) = C(OS(W% posséde deux poles simples z =0 et z =1
z(z —

donc

f est holomorphe sur C sauf en 0 et en 1.
1) f est holomorphe dans C( — 1, R;) car aucune singularité n’est dans
C, alors d’apres le théoreme de Cauchy, on a

[ @,

2) Dans ce cas, seule singularité en z = 0 est intérieure au cercle C( —
1, Ry), alors d’apres le théoréme des résidus, on a

cos(mz) — 9ir Res
/z(z—l) dz = 2im Res(f,0),

c

on calcule Res(f,0),

_PE) alors Res = ()
et comme f(z) = 00 lors Res(f,0) 70)
onaQ(z)=z2(z—-1)=Q(z2)=2:—-1=Q'(0) = -1
_ P(0)  cosO
Res(f,0) = o0 - -1~ —1.

Par conséquent,

[ S 4= i,

3) Dans ce cas, les singularités en z = 0 et en z = 1 sont intérieures au
cercle C( — 1, R3), alors d’apres le théoréme des résidus, on a

cos(mz) . .
[z(z ) 7 =2im [Res(£,0) + Res(f, 1)],

on calcule Res(f, 1),
P(z)
(2)

P(1)
Q'(1)

et comme f(z) = , alors Res(f,1) =

O



Par conséquent,

cos(mz) . it (=1 —1) = —dirm
/z(z—l)dz_Q . "

c
Exercice 4 Calculer l'intégrale
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c

ot C est le cercle de centre 0 et de rayon 2.

Solution

On a ;

f(z) = B posséde un pole simple z = 0 et un poéle double z = 1
z2(z—1)2

donc

f est holomorphe sur C sauf en 0 et en 1.
Les singularités en 0 et en 1 sont intérieures au cercle C(0, 2),
alors d’apres le théoréeme des résidus, on a

[W dz = 2ir [Res(f,0) + Res(f,1)],

on calcule Res(f,0), Res(f,1)
- 2z = 0 est un pole simple

_ Pz alors Res _ PO
et comme f(z)—Q(Z), lors Res(f,0) 700)
omaQ(z)=z22-12=Q'(2) =322 —42+1=Q'(0) =1
PO 1
Res(f,l)—m—I—l.

- z = 1 est un pole double, alors



Par conséquent,

Res(f,2) = limi [(z— 1) f(2)]

e? : .
/m dZ:2Z7T(1+O) = um.
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