T.D Chapitre 3

(Surfaces Paramétrées)

Exercice 1: Soit (%, M) lasurface paramétrée définie par :

M, v) = (x(w,v), y(w,v), zu,v)) =w@+viu*+v,uv), (uv)eER.
1) Déterminer les lignes coordonnées passant par le point M(1,1).
2) Montrer que le point M(1,1) est un point régulier de (X, M).

3) Trouver I’équation cartésienne du plan tangent Iy ;)2 .

4) Déterminer le vecteur normal unitaire K,,(1,1) a £ au point M(1,1).

Solution :

1) Par définition (voir le cours), les lignes coordonnées passant par le point M (uy, vy) sont
des courbes tracées sur X, images des applications Moy, :u €l — Moy, (u) =
Mu,vy) ER?, et Moy, :vE] — Moy, (v) = M(uy,v) € R>.
Les lignes coordonnées passant par le point M(1,1) sont donc les courbes M o y;(R) et
M o y,(R) respectivement paramétrisées par les applications suivantes :

Moy,(w) =M(u,1) = (u+1,u?+ 1,u),

Moy, (v) =M@,v) =1+ v%1+v,v).

u dv

2) Si Z_Z(uo' vp) = <d(lv;;y%) (uo)) et g(uo' vp) = <d(LyuO) (%)) sont

linéairement indépendants, le point M (uy, v,) est dit point régulier de (Z, M). Dans notre

Cas :
aM aM
a(u, v) = (1,2u,v) et E(u, v) = (2v, 1,u).
Ceci implique
oM oM

Ces deux derniers vecteurs sont linéairement indépendants ; par conséquent M(1,1) est un

point régulier de (Z,M).



—_—

oM oM o o L N
3) 5(1,1) et 5(1,1) sont linéairement indépendants, donc il existe un plan tangenta X

au point M(1,1) de direction I’espace vectoriel engendré par {Z—Aj(l,l),a—g(l,l)}.

Déterminons 1’équation cartésienne du plan tangent Iy )2 a X au point M(1,1) =

(2,2,1).

Le point P = (x,y,z) € lly,nE equivauta M(1,1)P = a%—t’(l,l) + ﬁ%—lg(l,l), c’est-

_ —— M oM . D N
a-dire que les vecteurs M(1,1)P, 5(1,1) et a_v(l’l) sont liés. Ceci équivaut a :

M oM
det| M(1,1)P, —(1,1), —(1,1) |=0 <
u v

x—2 y—2 z-1
= 1 2 1 |=x-2)+@—-2)-3(=-1)=0.
2 1 1

Par conséquent I’équation du plan tangent Iy, ;,1)Z est:

x+y—3z—-1=0.

4) Par definition, le vecteur normal unitaire Ky (ug, vy) a Z au point M(ug, vy) est égale a:

M{L(uo; Vo) A My (uo, l70)

Ky (ug, vp) = :
||M,Q(u0, vo) N M (uy, 170)”
ML(LD) A My(1,1) = i J; II =17+ 7-3k donc ”M{L(l,l) A M{,(1,1)|| -
2 1 1

1+14+9=v11.

Par conséquent

e e—— 1 N N -
Ky(1,1) = E(L + J — 3k).



Exercice 2: Soit (£, M) lasurface paramétrée définie par :

M, v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = (vcosu,vsinu,a.v), a+0 et (u,v)€ R
1) Determiner les lignes coordonnées passant par le point M(0,1).

2) Montrer que le point M(0,1) est un point régulier de (I, M).

3) Déterminer I’ensemble des points singuliers de (T, M).

4) Trouver I’équation cartésienne du plan tangent Iy )2 .

5) Déterminer le vecteur normal unitaire K,,(0,1) a £ au point M(0,1).

Solution :

1) Les lignes coordonnées passant par le point M(0,1) = (1,0,a) sont les courbes
Moy, (R) et Moy,(R), tracées sur X, respectivement paramétrisées par les applications
suivantes :
Moy, (u) =M(u,1) = (cosu,sinu,a),
Moy,(v) =M(0,v) = (v,0,a.v).

La ligne coordonnée paramétrisée par 1’application M o y; est le cercle horizontal centré sur
I’axe Oz, de rayon 1 et dans le plan horizontal z = a.

La ligne coordonnée paramétrisée par 1’application M oy, est la droite située dans le plan
vertical y = 0 et passant par les points M(0,1) = (1,0,a) et M(0,0) = (0,0,0).

¥ est donc un cone de révolution d’axe Oz (voir figure ci-dessous).

2) Montrons que M(0,1) est un point régulier de (T, M).

—_—

d : a :
%(u,v) = (—vsinu,vcosu,0) et a—IZ(u,v) = (cosu,sinu,a).
Ceci implique

aM oM
E(OI]‘) - (OI 1) 0) et E(Oll) - (11 O; a)'

Ces deux derniers vecteurs sont linéairement indépendants ; par conséquent M(0,1) est un

point régulier de (T, M).

3) Un point M(ugy,v,) est un point singulier de (Z,M) si M; (ug,vy,) et M (ug, voy)
sont liés.
Pour vy # 0, les vecteurs M, (uqy,vy,) et M, (uy,vy) sont linéairement indépendants,

puisque la troisiéme coordonnée du premier vecteur est nulle et la troisieme coordonnée du



second vecteur est non nulle. Pour v, = 0, les vecteurs M, (ug,0) = 0 et M} (ug, vo) SONt
liés. Par conséquent, le seul point singulier de (Z, M) est le point M(u, 0) = (0,0, 0), qui est
le sommet du cone. En ce point le plan tangent n’est pas défini; en effet, le point M(u, 0) est
un point régulier pour les droites paramétrées (tracées sur X) suivantes :
M(0,v) = (v,0,a.v),

M(r/2,v) = (0,v,a.v),

M(m,v) = (—v,0,a.v),
mais ces droites n’engendrent pas un plan. Par conséquent, il n’existe pas de plan tangent a £

au point M(u,0) = (0,0, 0).

—

4) Comme Z—IZ (0,1) et Z—I\Z (0,1) sont linéairement indépendants, donc il existe un plan
tangent a X au point M(0,1) de direction 1’espace vectoriel engendré par
{Z—IZ (0,1),%—1;1(0,1)}. Déterminons 1’équation cartésienne du plan tangent Iy HZ a X au
point M(0,1) = (1,0, a).

Le point P = (x,y,2) € lynE équivauta M(ODP = ar(0,1) + B2 (0,1), cest-

_ —— M oM iy o
a-dire que les vecteurs M(0,1)P, E(O’l) et E(O’l) sont liés. Ceci équivaut a :

M oM
det| M(0,1))P, —(0,1), —(0,1) |=0 <
u av

x—1 y z—a
& 0 1 0 :|x11 2Tl —qx-1D-(z—a) =ax—z=0.
1 0 a

Par conséquent 1’équation du plan tangent Iy 1)Z est z = ax. Ce qui est équivalent a :

I—[M(O,l)z“ = {(X, Y, Z) = (X, Y ax), (X, y) € ]RZ}

5) Le vecteur normal unitaire K,,(0,1) a Z au point M(0,1) est égale a:

M;(0,1) A My(0,1)
[0, A M0, 1) |

Ku(0,1) =




i ]k .
ML(00) AM,(0D) = |p 1 ol = ai—k, donc ||M1Q(0,1) A M,',(o,1)|| =VaZ+ 1.
1 0 a
Par conséquent
_ 1 -
K, (0,1) = ai — k).
" Va?+1 ( )

Figure 1:



Exercice 3: Soit f: (x,y) € R? — z = f(x,y) € R une fonction de classe C* (k > 1)

et soit (X, M) lasurface paramétrée définie par :

MQx,y)=(x, ¥, f(x,¥), (xy)€ R

1) Préciser dans quelle partie de I’espace (autre que X) sont situées les lignes coordonnées
passant par un point M (x,, vo).

2) Montrer que les surfaces paramétrées, définies comme ci-dessus, admettent un plan
tangent en chaque point (x,y) € R?.

3) Pour la surface paramétrée (X, M) définie par :

Mx,y)=(x y f(xy)=(x y xy), (xy)€R?

déterminer les lignes coordonnées passant par un point quelconque M (x,,y,) et trouver

I’équation cartésienne des plans tangents Iy (x,y)Z -

Solution :

1) Les lignes coordonnées passant par un point M (xo,y,) sont les courbes M oy, (R) et
M oy, (R), tracées sur X, respectivement parametrisées par les applications suivantes :
Moy, (y) = M(x0,y) = (x0,, f (%0, ¥)),
Moy, (x) = M(x,¥0) = (x, 0, f (x, ¥0))-

M oy, (R) estsituée dans le plan vertical d’équation x = x,.

M oy, (R) estsituée dans le plan vertical d’équation y = y,.

M N (10 ) My (0.1 L)
2 0y = (L0Ewn) et Ty = (01Lwn)
Pour tout point (x,y) € R?, les vecteurs a(x, y) et E(x' y) sont linéairement
indépendants. Par conséquent, la surface paramétrée (X, M) admet un plan tangent en tout
point (x,y) € R?. Autrement dit, une surface paramétrée définie par une fonction

z = f(x,y), f € C* (k = 1), admet un plan tangent en tout point (x,y) € R2.

3) i) Les lignes coordonnées passant par un point M(x,, vo) = (X0, Yo, Zo) = (X0, Yo, Xo- Vo)

sont les images des applications suivantes :



Moy, (¥) = M(xo,y) = (X0,Y,%0-¥),
M oy, (x) = M(x,y0) = (x,¥0,X.Yo)-

La ligne coordonnée M oy, (R) =Im(M oy, ) est la droite d’équation z = x,.y située
dans le plan vertical d’équation x = x,.

La ligne coordonnée M oy, (R) =Im(M oy, ) est la droite d’équation z = x.y, située
dans le plan vertical d’équation y = y,.

Il en résulte que par tout point de cette surface paramétrée passent deux droites tracées sur elle
(voir figure ci-dessus).

Les vecteurs directeurs des droites M oy, (R) et Moy, (R) sont respectivement les

vecteurs

Z—I\;(xo,yo) = ci(]\/;;;/xc)(yo) =(0,1,x,) et Z—Z(xo,yo) = C“Md;;ﬁlo)(xo) = (1,0,,).

Cette surface passe par I’origine (0,0, 0) et en ce point les lignes coordonnées sont les axes
Oy et Ox.

if) Onadéja vu (exercices précédents) que 1’équation cartésienne du plan tangent Iy (x, y,)Z

est donnée par :

————— M oM
det <M(x0'y0)P' E(XO'.VO)' E(xO'yO)> = 01

ou P = (x,y,z) estun point quelconque de Ty, y,)Z -

X—Xo Y—Yo Z— %
1 0 Yo
0 1 X0

——— M oM
det <M(x0,y0)P, a(xo')’o)' E(%J’o)) =0 <
—Yo(x —x0) = x0(y —y0) +z— 2, = 0.
Par conséquent I’équation du plan tangent Ily(x,y,)Z €St
z—2Zy = Yo(x — x0) + %oy — ¥o).
Remarque: z —zy = yo(x — x¢) + x0(y — ¥o) = fx (X0, Y0) (x — x0) + f; (%0, ¥0) (¥ — Yo)-

C’est I’équation du plan tangent au point (xo,yo,f(xo,yo)) a une surface paramétrée définie

par une fonction de deux variables f € C* (k > 1).



Figure 2:



