Chapitre 3

Méthodes de Quasi-Newton

3.1 Introduction

La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre
le systéme d’équations non-linéaires : g(x) = 0 ou g : R" — R est diférentiable : on se

donne xy € R™ et on fait les itérations

wpi = a — (9" (1)) " g(xx) (3.1)

ou ¢'(z) est la dérivée (ou jacobienne) de g au point z. L’application de cette méthode
au probléme d’optimisation min,cg» f(2) consiste a l'utiliser pour résoudre le systéme
d’optimalité du probléme précédent, c’est & dire que 'on pose g(x) = V f(x) dans (3.1) :

on obtient les itérations

Thp1 = 2 — (V2 f () 'V f (k) (3.2)

Comme on a vu au chapitre 3, que la méthode de Newton est intéressante car sa
convergence est quadratique au voisinage de la solution mais la convergence n’est assurée
que si g est suffisamment proche de T, ce qui en limite 'intérét. Pour résoudre le probleme

de convergence locale de la méthode de Newton, on peut penser & lui ajouter une phase
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de recherche linéaire, dans la direction

d, = (V2 f () 'V f (k)

Cela est possible uniquement si d, est une direction de descente en xy, soit—V T flzy)de =
VT () (V2 (@) 'V f(ae) < 0.

Ce qui sera le cas si V(1) est une matrice définie positive, ce qui n’est pas garanti.Le
principe des méthodes que nous allons voir maintenant consiste & remplacer le Hessien
V2 f(z1) par par une approximation H, (si possible définie positive), construite au cours
des itérations.

Le couplage de la méthode de Newton avec la recherche linéaire de Wolfe a permis de
construire une méthode globalement convergente. Les méthodes de quasi-Newton ont été
développées pour pallier autres inconvénients de la méthode de Newton : en particulier le
probléme du calcul de la matrice hessienne qui n’est pas toujours possible ou conseille. Ces
méthodes se concentrent donc sur la construction itérative de matrices Hy approchant la

hessienne, ou de matrices Sy approchant I'inverse de la hessienne.

Equation de sécante et approximation Comment calculer une approximation
Hp.1 de la matrice hessienne V2 f(241) connaissant a2, et 441, Vf(2r) et Vf(2pe1)?

Ecrivons le développement limité de V f au voisinage de xp, et appliqué en xy, :

Vf(xr) = V(ee) + V2 (@r) (@ — 2e) + o(er — 21a).

D’ou

sz($k+1)($k — Tpy1) = Vf(wrp1) — V(7).

On construit une approximation Hy de V2 f (2g+1)comme solution de ’équation :

Vf(wrs1) = V() = Hipr (@1 — @), (3.3)

appelée équation de sécante ou équation de quasi-Newton. De fagon similaire, on
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peut construire une approximation By, de V2 f(x441) 'comme solution de I’équation :

Ser1(Vf(hy1) — V(1)) = g0 — 2, (3.4)

Dans les deux cas, les équations de quasi-Newton forment un systéme sous-determiné a n

équations et n? inconnues. Il existe donc une infinité de matrices Hy,; pouvant convenir.

3.2 Principes d’obtention des formules de mise a jour

On s’intéresse & la résolution du probléme d’optimisation non-linéaire sans contraintes
min,eg» f(x), en utilisant des algorithmes a direction de descente 1 = xy + tdy ol le
pas t; est calculé par une recherche linéaire effectuée le long d’une direction de descente

d;. Dans les méthodes de quasi-Newton cette direction est donnée par la formule
dk = —H,;1Vf(l‘k) (30)

Si H, = V?f(x;,) on retrouve I'algorithme de Newton. Pour certain problémes, on
0

cherche & éviter le calcul du hessien ainsi que son inverse car

- Ce calcul demande trop de temps a l’exécution,

-On ne dispose pas de dérivées secondes, et leur calcul est trés colteux,

-La fonction objective n’est pas deux fois dérivable.

Pricinpe : Supposons que Hj est connue et construisons son successeur Hy,; qui
doit étre une approximation de la matrice V?f(2;,1). Ceci est motive par le désir de

donner a l'algorithme une convergence locale rapide .Dans toute la suite, nous noterons

Op = Tpr1 — T et v, = Vf(xr) — Vf(zg). (3.5)

La formule de taylor avec reste integrale donne
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1

1= ([ 9 f e~ 1605, (3.6)

0
Pour que Hj,1 soit proche de V2 f(x441) it est naturel quelle doit vérifier 1’équation
(3.6) (au moins sa valeur moyenne entre zet xy1), ¢’est-a~dire I’équation dite de "quasi-

Newton"

Vi = Hyt10%. (3.7)

Sin=1:Avec Hy = 1,0on retrouve la formule de la secante (regula-falsi)

Si n > 1 : L’équation matricielle (3.7) & n X n inconnues et elle ne fournie que n
équations linéaires,

e Comme le hessien et symétrique, on impose la symétrie pour Hy4 (ce qui est logique

~ 2 : 2 n’—n __ n?4n : :
pour que hyy1 = V= f(2441)), donc it reste n® — "= = "= inconnues, ce qui laisse le

choix pour une infinit2 de matrices "quasi-Newton"

e En se donnant une matrice initiale Hy (par exemple Hy = I, la matrice identité),

et on construit une suite de matrices {H;} , par la relation
Hyr = H + Ch,

3.2.1 Formules de Correction de rang un (SR1)

Puisque la matrice hessienne est symétrique it est souhaitable que ’approximation
qu’on construit le soit également. Ceci est possible si on utilise une formule de mise a

jour de la forme

Hk+1 = Hk + akuku;, (38)
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avec 1, un vecteur de R" et a5 une constante. On note que la matrice ukug est symétrique
puisque (uu')" = uu' et elle est de rang un car elle est le produit de deux matrices de
rang un. Il est facile de calculer a; et u explicitement.

La matrice (3.8) doit vérifier I’équation de quasi-Newton (3.7), donc

Yy = (Hy 4 agugpu) )or = v, — Hidp = agug(ug 61).

e Siy, — Hid, = 0, alors Hyyy = Hy
e Si 7y, — Hydr # 0, en prenant ay = 712;51@7 on a u, = v, — Hidy, on remplace dans

(3.8) pour trouver

(Vi — Hiw) (v — Hiop) "

Hyyw=H

qui est la formule de mise & jour SR1 (Symetric Rank 1 [3] ).

Remarque 3.1 Supposons qu’au lieu de Byy1, on veut calculer Syiy = (Hpy1)™b, des-
tinée a approcher H Y(wyy1), alors Syy1 doit vérifier I’équation "quasi-Newton" dite

"duale"

Sk+1’7k =0

En intervertissant v, et §y dans le raisonnement qui précéde, on trouve

(5k - Sk%)(5k - Sk’Yk)T
Ok — Sev)a e

qui est la formule duale de (3.9)

Etape 0 (Initialisation) : x¢ et ¢ > 0 donnée, Sy = I,k =0
Etape 1 : Test d’arrét : calculer V f(xg), si | Vf(zk) ||< €, alors stop sinon

Etape 2 : Calcul de la direction dy, :
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dp = —=SpV f(xy),
Etape 3 : Recherche linéaire ; trouver t; solution du probléme 72%1 f(zg + tdy)
Etape 4 : Si la recherche linéaire réussie; xp. 1 = xp + tdy

Calculer Sy d ’apres la formule (3.10)

Etape 5 : Remplacer k par k£ + 1 et aller en 1.

Proposition 3.1 Si f est une fonction quadratique de hessien symetrique ) et sidy,ds, ...,0,

(définie en (3.5) et générée par l'algorithme (3.0), sont linéairement indépendant, alors,

Hpy = Q.

Démonstration.

Démontrons par récurrence sur k, que si équation (3.7) est vérifiée, alors

Pour k£ = 0 la relation (3.11) est vraie d’aprés la définition de H,
Supposons que (3.11) est vraie pour k = 0 et démontrons quelle reste vraie pour k+1,

d’apres (3.9) on a

(Ve — Hibk) (v, — Hibr) T,
(Y — Hidg) oy,

Hy10; = Hid; +

Grace a I’hypothése de récurrence, on obtient

(Ve — Hibr) "0 = 73 0 — 0k Hyb; = v, 6 — 61, 4

et puisque f est quadratique alors, Qd; = ~,,donc
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(Ve — Hib) "85 = 70 0 — 61 Qi = v, 6: — (Qk )6 = v, 6 — v, 05 = 0,

ce qui donne

Hk+15i = Hp0,+0= Yi Vi <k-—1.

Et d’apres (3.7), on peut conclure(3.11), et qui peut étre réécrite (avec k = n) comme

suite :

[{n-l-lA =T,

OﬁaA = [60,51,...,577,] et I' = [707’717 "'77n]‘0n vérifie aussi

QA =T,

donc

QA = I{n—I—lA = Q = Hn—f—l-

Puisque f est quadratique de matrice (), c’est-a-dire

1
flx) = §xTQx— bz +c,beR" ceR,

la condition nécessaire d’optimalité est

Qi —b=0=2"=Q ‘b= S, b
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