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Module : Analyse fonctionnelle appliquée mars 2020
Master 1 de Mathématiques Appliquées

Réponses Série 2
Espaces de Sobolev

Excercice 1.
Réponse : f ∈ H1(0, 1) ⇔ α > 1
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Excercice 3.

– 1-
∂u

∂xi

= −βxi|x|−β−2, |∇u|2 = β2|x|−2(1+β)

– 2-

∫

B

|∇u|2dx = β2mes(SN−1)

∫ 1

0

1

r2(1+β)
rN−1dr

cette intégrale converge si et seulement si β < N
2
− 1. Donc u ∈ H1(Ω) si β < N

2
− 1.

Excercice 5.
– u1 et continue et C1 par morçeaux, u′1 = −χ[1,2], donc u1 ∈ H1(]0, 2[).
– u2 ∈ H1(]0, 2[) si et seulement si u2 est continue en x = 1 ⇔ a = b.

Excercice 6.
Par définition la dérivée faible gi = Diu de u est définie par le crochet de dualité

∀ϕ ∈ C1
0(Ω) < gi, ϕ > = −

∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

dx,

= −
∫

Ω1

u1
∂ϕ

∂xi

dx−
∫

Ω2

u2
∂ϕ

∂xi

dx

=

∫

Ω1

ϕ
∂u1

∂xi

dx +

∫

Ω2

ϕ
∂u2

∂xi

dx +

∫

Γ

(u2 − u1)ϕnids

=

∫

Ω1

ϕ
∂u1

∂xi

dx +

∫

Ω2

ϕ
∂u2

∂xi

dx car u1 = u2 sur Γ

d’où

Diu =
∂u1

∂xi

χΩ1 +
∂u2

∂xi

χΩ2

donc Diu ∈ L2(Ω) et u ∈ H1(Ω).

Excercice 6. L’équivalence découle de la formule de Green

−
∫

Ω

∆uvdx =

∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Γ

∂u

∂n
vds pour toute fonction v ∈ C1(Ω̄)

Si on pose v = 0 dans l’équation variationnelle, on obtient la condition nécessaire d’existence
∫

Ω

f(x)dx = 0.


