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Rappelons que, le développement en série de Taylor autour de z = 0
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Exercice 1 Soit f(z) = 1 +
3

z + 2
� 8

z + 3
:

Déterminer son développement en série de Laurent pour 0 < jz + 2j < 1.
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d�où le développement en série de Laurent
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Exercice 2 Déterminer le développement en série de Laurent de la fonction

f(z) =
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z2
; pour 0 < jzj <1.

Solution
D�après la formule (3) ; on a
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Exercice 3 Donner les développements en séries de Laurent de la fonction
f dé�nie par

f(z) =
2z + 1

z2 + z � 2
dans trois couronnes de centre 0.

Solution
on a
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Les couronnes de centre 0 sont

jzj < 1; 1 < jzj < 2 et jzj > 2

1) Pour jzj < 1; on a
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d�après la formule (1) ; on a
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D�où le développement en série de Laurent
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en utilisant la formule (1) ; remplaçant w par
1

z
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D�où le développement en série de Laurent est
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3) Pour jzj > 2; on a
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D�où le développement en série de Laurent
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X
n�1
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Exercice 4 Soit f(z) =
ez

z(z + 1)
; z 2 C:

Calculer les résidus aux singularités isolées de la fonction f:

Solution

On cherche, d�abord, les racines du polynôme z(z + 1) (dénominateur de
f); on a

z(z + 1) = 0 =) z = 0 ou z = �1
On déduit que z(z � 1) admet 2 racines qui sont z = 0 et z = �1:
On remarque que ces racines ne sont pas des racines de ez (numérateur

de f);
ce qui entraîne que z = 0 et z = �1 sont des pôles de f et ils sont tous

simples.
Pour les résidus, puisque ces deux pôles sont simples, on a

Res(f; 0) = lim
z�!0
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ez

z + 1
= 1;
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e
:

Exercice 5 Utiliser les développements en séries de Laurent pour déter-
miner les résidus des fonctions suivantes:

1) f(z) =
z2 � 2z + 3
z � 2 pour 0 < jz � 2j <1:

2) g(z) =
shz

z4
pour 0 < jzj <1:

Solution
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1) On a
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z2 � 2z + 3
z � 2

=
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z � 2 = z +

3
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f a un pôle simple en z = 2:

Le résidu en ce pôle est a�1 le coe¢ cient de
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2) D�après la formule (4) ; on a
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g a un pôle simple en z = 0:
D�où le résidu en ce pôle est

Res(g; 0) = 1
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