TRAITEMENT DU SIGNAL BOURAS HICHEM

Chapitre 2 : Analyse de Fourier

1. Introduction :

En analyse mathématique, les séries de Fourier sont un outil fondamental dans I'étude des fonctions
périodiques. C'est a partir de ce concept que s'est développée la branche des mathématiques connue

sous le nom d'analyse harmonique.

Un signal périodique de fréquence f et de forme quelconque peut étre obtenu en ajoutant a une
sinusoide de fréquence f (fondamentale), des sinusoides dont les fréquences sont des multiples entiers
de f. Ces signaux ont des amplitudes et des positions de phase appropriées. De méme, on peut

décomposer toute onde récurrente en une somme de sinusoides (fondamentale et harmoniques).

La théorie des séries de Fourier établit une correspondance entre la fonction périodique et les
coefficients de Fourier, de ce fait, I'analyse de Fourier peut étre considérée comme une nouvelle facon

de décrire les fonctions périodiques.

L'analyse de Fourier est donc un outil fondamental pour le traitement du signal, elle permet d’associer
a la forme d’onde habituelle « la représentation d’un signal en fonction de sa variable d’évolution »,

une autre représentation dans le domaine fréquentiel.

On présentera dans ce chapitre les principaux outils mathématiques nécessaires au traitement du

signal.
2. Série de Fourier:

La série de Fourier permet la décomposition d’une fonction périodique en un ensemble
« éventuellement I'infini » construit a partir d’une autre fonction périodique « plus simple a

manipuler ».

e Soit f(t) une fonction de période T, de pulsation w, = Zn/T et de fréquence f, = 1/T a
décomposer.

e Soit g(t) une autre fonction de périodes: T, T/Z , T/3 , T/4 T , T/n (n Périodes courtes)
L’ensemble des g, (t) va contribuer a la reconstruction de la fonction f(t).

e Dans La figure suivante on a représenté la fonction f(t) et seulement 2 fonctions g, (t) et g,(t) a
titre indicatif, dans la réalité on représente toutes les composantes correspondantes aux

fréquences multiples.
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Fig 1. Représentation temporelle de f(t)

et de g, (t)

F© =) gn®
n=0

gn(t) contribuent a la reconstruction de f(t)

e Le spectre en amplitude de la figure suivante montre la contribution de chaque composante

pour la reconstruction de f(t), il met en évidence la puissance transportée par chaque

composante de fréquence nv.
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Fig 2. Spectre en amplitude de f(t)
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e L’idée maintenant est de choisir une fonction g de forme quelconque pour approcher f, utilisons

une décomposition en sinus

2.1.1 Décomposition avec des sinus :

e Dans ce cas on décompose f(t) en: sin(wyt),sin(2wyt), sin(3wyt),....,sin(nwyt)

e Le but est alors de chercher la bonne approximation de la fonction initiale f(t), on écrit donc :

f(t) - KnSin(nth + (pn)

e De ce fait, il apparait que pour minimiser I'erreur entre f et g, il faut chercher les valeurs les plus

optimales de K, et ¢,

e Simplifions I'’équation précédente a I'aide de la formule trigonométrique :

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)
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Ce qui donne pour f(t)

f(t) = Kpsin(nwyt + ¢y,)
=K,sin( b + a)

(Expression avec 2 degrés de liberté K,, et ¢,,)
e Apres développement a I'aide de I’équation trigonométrique on obtient :
f(t) = Apcos(nwyt) + B, sin(nwyt) (Expression avec 1 degré de liberté)
Ou les termes A, et B, sont composés des K,, et ¢,, mélangés.
e Chercher les valeurs optimales de K, et ¢,, revient donc a chercher les valeurs optimales de

Ay, A1, A, , ... et Byg,By,B,,... pour en déterminer la contribution individuelle, et ainsi

réécrire I'expression de la série de Fourier :

fl) = Z Apcos(nwyt) + Z B sin(nwyt)
n=0 n=0

2.2. Détermination des termes 4, et B,;:

e Soit une fonction f(t) qu’on veut approximer par un sinus c.a.d. un seul terme: g;(t) =

sin(wyt).

B, |oo--o- 91(©) f@)

:t

/

Erreur @ minimiser

Fig 3. Reconstruction de f(t) a I'aide d’un
seul terme en sinus g, (t)

e L’idée est donc de chercher 'amplitude optimale B, permettant de coller au mieux f(t). De ce
fait I'opération se résume a un calcul d’intégrale, et pour se faire il faut donc minimiser I'erreur

pour que I'approximation soit parfaite.

2.3. Minimisation de l'erreur :

Reprenons I'exemple du paragraphe précédent, I'expression de I'erreur est donnée par :

T
A= f (f(t) — By sin(wyt)) dt
0
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Minimiser I'erreur c’est faire c’est faire une somme de surfaces négatives et positives, pour ce

faire il faut alors intégrer en valeur absolue :

T
A=f |f(t) — Bysin(wot)| dt
0
Ce qui donnerait pour le cas de la figure précédente :

A= f (F(O) — By_y) dt + f (Bi_y — F(©)) dt + f (F() — By_s) dt + -

C’est une méthode assez complexe surtout quand on fera intervenir les fréquences multiples
de f, il y'aura trop de calcul a faire. Afin de simplifier les calculs, observons un concept

mathématique connu qui est le suivant :

Minimisant alors I'erreur en annulant la dérivée de I'expression de A:

v' Onsaitquesi: f(t) estminimaleent,
f2(t) estaussi minimale en t,

v’ En plus une fonction posséde un minimum

. d
guand sa dérivée est nulle : (d—]; = 0)

dad ([ (T
5 =5 <f0 (f(o) - anin(nwot))2> dt=0

Etsachant: (a —b)? = (a® + b? — 2ab)

d T2 T o T _ >
— d Brzl 2 dt — 2 B, at) = o
dB, <_[0 f(®)*dt + J;) sin“(nwyt) dt L f(t)Bysin(nwyt) dt

T T
= (0 + Zan sin?(nwyt) dt — 2 f f(®)sin(nwgyt) dt> =0
0 0

Ce qui donne par calcul simple le terme B,, :
2 T
B, == f F(6)sin(nayt) dt
T J
Et de la méme fagon le terme 4,, :
2 T
A, = Tf f(t)cos(nwyt) dt
0

A, et B, sont alors les termes de la série de Fourier et I'expression de la série de Fourier pour

tous les termes allant de 0 a I'infini :
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fl) = Z Apcos(nwyt) + Z B sin(nwyt)
n=0 n=0

e Déterminons les termes au point (0), c’est-a-dire Ay et B,

o Terme By
2 T
B, = —j f(®)sin(nwyt) dt
T Jy
Aupoint t=0,sin(0)=0

2 T
By = ?-fo f()sin(0) dt

BO=0

o TermeA,
2 T
A, = —f f(t)cos(nwyt) dt
T Jo
Aupoint t=0,cos(0) =1

2 T
A== fo £(t)cos(0) dt

2 T
Ay == f f(t)dt
T J
Remarque : Dans la littérature on trouve beaucoup plus I'expression
L_2 f Sor
aAn = — = —
727 T),
e L’expression finale de la série de Fourier est alors :
(0] oo
ft) =ay+ Z A, cos(nwyt) + Z B, sin(nwyt)
n=1 n=1

Et puisque la périodicité autorise a changer l'intervalle d'intégration on écrit les termes de

Fourier comme suit :

2 T/
A, = —f f(t)cos(nwyt) dt
T T/,
et

T/

2
B, = —f f(t)sin(nwyt) dt
T/,

Remarques :

1. Si f(t) est une fonction paire f(—t) = f(t)

= B, =0 (puisque sin(nwyt) est impaire)
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2. Si f(t) est une fonction paire f(—t) = —f(t)

= A, =0 (puisque cos(nwyt) est paire)

2.4. Autres Formes de la série de Fourier :

Pour simplifier I'expression de la série de Fourier, on écrit celle-ci sous forme d’un polynéme

trigonométrique complexe.

[0e] [ee]
f(t) =ay+ Z Apcos(nwot) + Z B sin(nwyt)
n=1 n=1

D’apres la formule d’Euler :

el® = cos(0) +i sin(0)

i6 —i6 L' —i6
e et sin(9) =

cos(9) =2

2 21

On pose : 0 = wyt

L’expression de Fourier s’écrit alors :
(o] oo
An - inwot —inwot B ¢ inwot —inwet
f(t) =aqay+ z 7(emouo + e~ inwo ) + Z 7(emwo — p—inwg )
i
n=1 n=1

Le terme 2—’; peut se réécrire en le multipliant par% comme suit :
i*B, iB, iB, —iB,
i*2i 202 2x(-1) 2

f(t) = qa, + Z _(elnwot + e—m(uot) + Z Bn (einwot _ e—inwot)

n=1

Regroupant dans f (t) les mémes termes :

FO) =ap + Z ( — B ) inaot . Z (ﬂ) J-inaot

Pour compacter encore f(t) , dans la seconde partie de I'expression, on prend les n négatifs :

Doncsi n=no©

* Le 2nd terme (A”;ﬂ) =C, =0,

* e—inwot

change de signe (n =n Q)
*Yy-;  changedesigne Yi__

Ainsi I'expression s’écrit alors :

f() =ap+ Z ( ) inwoet 4 2 (ﬂ) einwot

n=—oo
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Qu’on peut écrire :

(o] 1
f(t) =aqay+ Z Cn eina)ot + Z C_neinwot
n=1 n=-oo

Le terme a, correspondant a C, pourn = 0 se déduit facilement :
De I'expression : C, e@of
Co = ay elnwot

Pourn=0 = C,=aye’ = a,

Finalement I’expression simplifiée de Fourier (en termes exponentielles) s’écrit :

f@) = i Cy eineot

n=—oo

A —iB
C”:< nz n)

Si on développe les termes C,, connaissant les termes A,, et B,;:

12 (" 20 (T2
C, = 5 ?f_T/zf(t)cos(nwot) dt — Tf_T/Zf(t)Sln(nwot) dt

1 (/2 i (72
Cp = (F f_T/zf(t)cos(nwot) dt — Ff_T/Zf(t)Sin(nwot) dt)

De la formule d’Euler : elh@ot = cos(nwyt) + i sin(nwgt)

Donc : e~ M@t = cos(nwyt) — i sin(nwgt)

On obtient finalement C,, en termes d’exponentielles :

<1 T/, .
C, = —f f(t) e @t
r -7/,

Remarques :

1. Comme les fonctions sont périodiques, on peut calculer les intégrales sur n’importe quel

intervalle de longueur T.

2. Les coefficients C,, sont appelés coefficients de Fourier, elles sont généralement complexes et

peuvent s’écrire sous forme exponentielle complexe :

Cu = 1Cy] ot
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Exemple 1 : Soit la fonction f(t) de période 2m définie par :

1 si 0<t<m
-1 si n<t<2m

oM
La représentation temporelle de ce signal est la suivante :

Aty

v

Fig 4. Représentation temporelle de f(t)

Déterminons I'expression de Fourier de f(t) en termes trigonométriques :

2w _ 2w __

T=27r,,a)=27rf=? o

e Valeur moyenne q,

A _ 17 Ddt = 2 o t) dt
a =% =7] rOd= 2| 1o

T 2T
a, = %UO (l)dt+L (—l)dt] = %[t |7+ (=t) |27 —dt]

a, = % [t—0—-2m+m] =0 (Fonction impaire)

e Termes A4,

2

A _2 ' dt = 2 d
n—ffo f(t)cos(nwt) dt = > . f(t)cos(nwt) dt

21

A, = 1 [fn(l). cos(nt)dt + (—1).cos(nt) dt]
T1Jo

Vs
171 1
A, = ;[Esm(nt) |r - ;sm(nt) |,ZT"]
sin(0) = sin(nm) = sin(n2m) = 0
A, = 0 (Fonction impaire)

e Termes B,

21

s =2 i b 2 , ;
n_f-[o f(®)sin(nwt) dt = o | f(®)sin(nwt) dt

21

B, = l Un(l).sin(nt) dt + (—1).sin(nt) dt]
TlJo

3

1 _1 T 1 21
B, = E[?cos(nt) |5 + Ecos(nt) | ]
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cos(0) =cos(n2m) =1
B, = 1 [_—1 (cos(nm) — 1) + 1 (1- cos(nn))]
" mln n
B, = % (1 — cos(nn))

e Expression de la série de Fourier :

f@t) =ay+ Ancos(nwyt) + B, sin(nwyt)
0 nz:l 0 ; 0
[0e] oo 2 .
fO =0+ ; 0.cos(nt) + ; E(l — cos(nm)) . sin(nt)

f) = ; Z %(1 — cos(nn)) .sin(nt)
n=1

Exemple 2 : Soit la fonction f(t) de période 2 définie par :

t+1 si 0<t<1
Fen{’, si 1<t<2

La représentation temporelle de ce signal est la suivante :

fiey
2
S0 SV S S
B R P

Fig 5. Représentation temporelle de f(t)

Déterminons les termes de la série de Fourier de f(t) :

T=2,,w=2nf=2?n=27n=7r

e Valeur moyenne a,

Ay 1 (T RYE
a°_7_?.fof(t)dt_§fof(t)dt

1 2 2
ag = %UO (t+1)dt+f1(2)dt] = %K%H) 6+ (2t) I%]

o= Yool

e TermesA4,



TRAITEMENT DU SIGNAL BOURAS HICHEM

2 (T 2 (?
A, = ?Jo f(t)cos(nwt)dt = EL f(t)cos(nwt) dt

1 2
A, = f (t + 1).cos(nmt) dt + f (2).cos(nmt) dt
0 1

b b

fU.V'dt =UVI]k - ]U’th

a a
U=(t+1) = U =1

V' =cos(nmt) = V = %sin(nnt)

1 1t 1
A, = [(t +1).—sin(nmt). | — —f sin(nmt) dt] +2 [—sin(nnt). I%]
nm nr J, nm

1 , , 171 2 .
[2.sin(nmt) — sin(0)] — o [E cos(nmt). Ié] + e [sin(2mt) — sin(mt)]

A, =—
" onm

sin(0) = sin(nmr) = sin(n2m) = 0

1
A, =0+ ——[cos(nm) — cos(0)] + 0
n2m

(cos(nm) — 1)

A =
T n2p2

e TermesB,
2 (T 2 (?
B, =7 f f(®)sin(nwt) dt = 2 f f(®)sin(nwt) dt
0 0

1 2
B, = f (t + Dsin(nmt) dt + f 2.sin(nmt) dt
0 1

b b
fU.V’dt =UV|b - fU’th
a a

U=(t+1) = U =1

V' =sin(nmnt) = V = —%cos(nnt)

-1 1 (! -1
B, = [(t + 1).Ecos(nnt). 15+ Efo cos(nmt) dt] + 2 [E cos(nmt). I%]

B, = _—1 [2.cos(nm) — cos(0)] + 21 > [sin(nmt). 131 — i [cos(2nm) — cos(nm)]
nm n2m nm

B, = i[1 —2.cos(nm)] +0 — i [1 — cos(nm)]
nm nm

1 2
B, =—[1-2. —
» nn[ cos(nm)] mr[ cos(nm)]
B — -1
" onm

10
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Exemple 3 : Soit le signal de la figure suivante, Ecrire la série de Fourier en termes complexes

Expression de la série de

Fourier :

(o0} oo
ft)=ag+ Z Apcos(nwyt) + Z B, sin(nwyt)
n=1 n=1

[oe]

7 1
FO=3+ 25

n=1

272

[oe]

(cos(nm) — 1) .cos(nmt) — Z %.sin(nnt)

n=1

ity
1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 -3n/2 -m -n/2 0 m/2 m 3n/2 2n Tt

Fig 6. Représentation temporelle de f(t)

Calculons les termes de Fourier en base complexe

T=2r, w=~2nf=

Valeur moyenne a,

2w _ 2w

T 2m

Ay 1T 1
aO_T_TfOf(t)dt_z*Tfo f(t)dt

Termes 4,

2 (T 2 T/
A, = T.fo f(®)cos(nwt)dt = 2 * TJ;, f(t)cos(nwt) dt

2 71'/2 1 n'/
a = Efo .t = —[¢1,7]

4 ("2
A, = —f (1).cos(nt) dt
2m Jy

A, =

Termes B,

Le signal est pair alors :

2 1
—*—=Sn
T n

(

T
"3

)

(

0
2
nw
-2

nm

2 Lsinuo) 1,2

—*—sin(n

T n 0
sl n paire

sin=1,5,9,..

sin=3,7,11,..

11
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e Expression de la série de Fourier en termes trigonométriques :

(o0} oo
ft)=ag+ Z Apcos(nwyt) + Z B, sin(nwyt)
n=1 n=1

f) = % + i i.sin (n%).cos(nt) +0
n=1

nm
(t)_1+2§:1_(n) .
f) = >t = n.sm nz .cos(nt)
n=1
© =4 2( (6) = = cos(38) + = cos(5¢) — = cos(78) + )
) = >t - cos 3cos 5cos 7cos
Sachant que : —cos(t) = cos(t —m)
Alors :

1 2 1 3 1 ¢ 1 7
f) = E+ - (cos(t)+§cos( t—n)+§cos( t)+7cos( t—n)+---)

e Lestermes complexes de Fourier :

1
v CozaozE

0 sl npaire

= AL+ B} = JA} = |A,l = nz—n si n impaire

<
SR
|

<= ()= {0 e

2.5. Représentation fréquentielle ou spectrale :
Partant de 'expressionde laS.F:  f(t) = ag + Yn=1 Ancos(nwyt) + Yp—q Bpsin(nwgyt)

Le terme général : A,cos(nwyt) + B,sin(nwyt) estappelé harmonique de rang n. En le multipliant

par C"/C il peut étre mis sous la forme :
n

A B
. _ 2 2 n n .
A, cos(nwgt) + Bysin(nwot) = ’An + Bj * [—AZ — cos(nwyt) + 7%12 — sin(nwyt)

n n n n

A . B
L et sing, =—="

2, p2 2, p2
An+Bn P ATL+BTL

= A,cos(nwyt) + Bysin(nwyt) = [cos ¢, .cos(nwyt) + sin ¢, .sin(nwyt)]

En Posant : cos @, =

Or: cosa.cosb +sina.sinb = cos(a — b)

= Ajcos(nwpt) + Bysin(nwgt) = cos(nwyt — ¢@,,)

12
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L'expression de Fourier peut donc s’écrire sous la forme polaire :

fl®)=¢Cy, + z Cy .cos(nwot — @y)
n=1

C, = /A%—FBT%

Bn
@Y, = arctg A_
n

L’harmonique de rang n = 1 est appelé le fondamental, c’est un signal sinusoidal d’amplitude C;, de

période T, fréquence f, et de phase a I'origine —¢;.
Remarques :
e (y= ag C’estlacomposante continue
o Les amplitudes C, tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini
2.5.1. Spectres Unilatéraux d’amplitude et de phase :

La représentation spectrale de la fonction f(t) est obtenue en portant en ordonnées I'amplitude des
harmoniques (les termes A, , B, ,ou C, = /A2 + B?) et en abscisses les pulsations (fréquences)
correspondantes. Les termes C,, et @, n’existent que pour des multiples entiers de w,, il s’agit d’un

spectre de raies.

Cn A gon A
Fondamental
G/
" harmonique
G deran__gn=4 1 @2 @3 Pa Qs
Cs
Co ] C4
¥
hd > Do @ >
0 wp 2wy, 3w, 4w, 5wy w(rad/s) 0 wy 2wp 3w, 4wy 5wy w(rad/s)
Fig 7. Spectre unilatéral d’amplitude Fig 8. Spectre unilatéral de phase

2.5.2. Spectres Bilatéraux d’amplitude et de phase :

Considérons I’expression de Fourier en termes complexe exponentielle :

f@©) = i Cy €m0t

n=-—oo

13
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Les coefficients de Fourier exponentielle complexe €, = |C, | @0t

Rappelons que pour un nombre complexe : z = p(cos @ +isinf) = pel® = |z| e!479(
. { p = |z| représente le module de z
arg(z) = 6  représente I'argument de z

De ce fait : C, = |Cyl einwot — |C,,| eltArg(Cp)

© 400
= f@) = Z C, em@t = Z | el 479(Cn) 4 ginwot

n=—o n=-—o

+00
= f() = Z IC,| € (nwot + Arg(Cp))
n=—oo
La représentation spectrale bilatérale de la fonction f(t) est obtenue en portant de la méme maniérer

que pour le spectre unilatéral (en ordonnées le module des harmoniques et en abscisses les pulsations

correspondantes.

[Cnla
Fondamental
[C_4] |Gl
[C_,] <Gl
|C_sl |Csl
|CT4| I (O I |?4|

»

_40)0 - 3(1)0 - 2(‘)0 — Wy 0 Wo 20)0 30)0 4’(1)0 (;(rad/S)

Fig 9. Spectre bilatéral des modules

Arg (Cn)A

[Oh) 20)0 3(00 40)0
L 2 >
—4(1)0 - 3(1)0 - 2(1)0 — Wo 0 (l.)(rad/S)

Fig 10. Spectre bilatéral de phases

14
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Remarques :

e |l apparait dans I'expression de f(t) des termes pour les fréquences s’étendant de —co a 4o,
raison pour laquelle le spectre est dit bilatéral
e Le spectre d’amplitude bilatéral est toujours pair

e Le spectre de phase bilatéral est toujours impair

Exemple : Soit le signal cosinusoidal décrit par :

f(t) =2cos (2711015 - %)

Identifions les éléments de f : f(t) = Acos(wgt + @)
A=2
2 10 T ! ! 0.1
= —1 = ) = —=—=0.
Wy fo fo f 10 S
¢ ="/4
elf4e-it T
Ecrivons f(t) sous forme polaire, sachant que : cos(B) = > ol 6= (2n10t - Z)
ei(Zn’lOt—%) -i(2m106-7)

£(t) = 2 cos (27T10t - %) =2

f() = ei(anot—%) _ e—i(anot—%)
elatb) — gagh
f@) = ei(_Tn) x gi@miot) _ ei(%) x g—i(2m10t)

La forme polaire de la série de Fourier étant :

+0oo +00
f(t) — Z |Cn| ei(nw0t+Arg(Cn)) = Z |Cn| eiArg(Cn) " einwot
n=—0o n=-—oo

_ lro= o) 4 pitamion) _ (%) , p-iCzmion)
= Cl * ei(ZT[lOt) + C—l * e—i(2n10t)

=G jol=1 argc) ==

Ce quidonne : T

C_, = ei(Z) IC_4]l =1 arg(C_q) = 2

C0=ao=0

Les figures suivantes représentent I'évolution temporelle et les spectres unilatéraux de f(t)

15
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2t
15T
1t
05T
ok

-

4

o=T+x/4

|
|
15 |
|
|

2 . A A . A
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fig 11. Représentation temporelle de f(t)

Ical
.1l 4 Gl Fondamental
[C_5] |C_,l Co ICol 1G5l
= = ® - ® ® >
-30 —20 —10 0 10 20 30 f(Hz)
Fig 12. Spectre des modules
Arg(Cn)A
------- /4
10 20 30
® ® $ ® ® >
30 20 -10 O f(Hz)
'TE/4 _______

Fig 13. Spectre de phases

16
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3. Cas d’un signal non périodique
3.1.Transformée directe de Fourier (notée T.F):
e Un signal non périodique est un signal qui ne revient jamais a sa position initiale.
e lavariable T représentant la période va donc passer a I'infini (prend une valeur continue dans
le temps).
e Reprenons I'expression de Fourier et voyons ce qui va changer :

f@) = i Cy eineot

n=-—co
1 ("2 .
C, = —j f(t) e~ @otdt
T T/
2
e Pour éviter le probleme d’annulation de C,, puisque T — oo on considére alors la fonction

T/, .
T.C, = f f(t) e @otdt
T/,

et les correspondances suivantes :

T - o wo = dw nwy = w T.C,>F

e A partir de celles-ci, on voit que la série de Fourier discréte devient une fonction continue.
Effectivement cette fonction F est une densité spectrale d’amplitude qui, par définition, est

la transformée de Fourier d’un signal apériodique f(t)

F= jmf(t).e‘i“’tdt

3.2.Transformée inverse de Fourier (notée T.F.l) :

e Latransformée inverse s’obtient en considérant la fonction périodique pour laquelle la
période T tend vers I'infini ; on a alors :

@) = i F. efmoot

n=—oo

o 1 .
O = Jim ) = (TF). enoot

n=—oo

O =Jim D fo. (T.F). eineut

n=-—o
e Lorsque on passe a la limite
o T—ooo T.F > F wy = dw nwy—= w
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On obtient ainsi la définition de la transformée inverse de Fourier

f) = f_o:oF.ei“’tdw

Remarque :

e L’expression de la transformée inverse de Fourier peut étre écrite en termes de fréquences
puisque pulsation et fréquence sont liés par w = 2xf, par conséquent on écrit :

O = wa.eiz"ftdf

e |l estimportant de noter que les unités de F ne sont pas les mémes que celle du signal original
f(@®.
e Dans le cas ou le signal f(t) est par exemple une tension électrique, sa transformée F

représentant ainsi la densité spectrale en fonction des fréquences s’exprime en [V/HZ]'

Exemple 1 : Soit le signal décrit par f(t) et représenté dans la figure suivante :
flt) 4

1
1,0<t<a .
f@® _{ 0, ailleurs

A
A\ 4

t

Fig 14. Représentation temporelle de f(t)

F(w) = foof(t) LeTiwtqt

a , 1 .
F(w) =f 1.e-iwtge = — —~iot g
-0 Lw

Flw) = —%(e“’“’a -1)

Appliquons quelques principes de base caractérisant le calcul exponentiel :

Et: e = e */24¢™%/2

De ce fait on écrit : e lwa = o-iwa/2 y o-iwa/2

Et : e—iwa — e—iwa/z * eiwa/z — eO =1

L’expression F(w) s’écrit alors :

F(w) — _.i(e—iwa _ 1) — _.i(e—iwa/z * e—iwa/z _ e—iwa/z * eiwa/z)
Lw Lw
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1 . . . 1 . .
F — __e—la)a/z —lwa/2 _ ,iwa/2Y _— _e—lwa/z iwa/2 _ ,—iwa/2
(0) = = qemtan/a(emion2 — /) = i gma/a(glun: — g-loar2)
ix_ ,—ix
Sachant que : sin(x) = (e zf ) multiplions le tout par 2/2

2 . e
P = Zetan

iwa/2 _ e—iwa/z
2i )

2 . wa
F(a)) = Ze_lwa/z .Sin (T)

Exemple 2 : Soit le signal décrit par f(t) et représenté dans la figure suivante :
flt) 4
t,-1<t<1 0 /

fo ={

0, ailleurs -1 1

AN

A 4
~V

Fig 15. Représentation temporelle de f(t)

1 .
f t.e"totdt
-1

F(w) = fwf(t) e iwtgt

b b
fU.V'dt = UV - fU’th

a a
U=t => U =1

—i 1
V’=e lwt = Vz_;e lwt

t . o
P)==oe @ |4 = [ —memorde
-1

i.t . 1 1 )
Flw)=—e " |} + .—(—.e_m’t> |1
w lw \—lw
i.t . 1 .
F(w)=""e @ |4+ — (e |}
i i i 1 i i
F(w) — ;(elw —e La)) + E(e iw _ elw)

. 2 . ) s . 2i ) s .
Multiplions par (E) le premier terme de I’équation et par (2—;) le second terme de I'équation
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2i (e!® —g~i® 2i [elv —e™iw
Flo)= Z(T) - w_<2—>

2i 20
F(w) = Zl(cos(w)) - w—lz (sin(w))

2i 1
F(w) = o (cos(a)) — Zsm(w))

4. Théoréeme de Parseval :
4.1. Cas d’un signal continu

e L’égalité de Parseval pour les signaux périodiques a temps continu est :

[ rora - S 16

n=-—oo

C,, Etant les coefficients de Fourier et T la période du signal f(t).
On note que la partie gauche de I'équation n’est autre que la puissance moyenne (c’est dire
I’énergie par unité de temps) pour une période du signal £ (t). On note aussi que dans I'expression

de Fourier :

f6) = i Cy €m0t

n=—oo

1T 1T 1T ,
- —f FOI? dt = —f I, et dp = —f IC,12dt = |Gyl
TO TO TO

Ainsi, ce que la relation de Parseval indique, c'est que la puissance moyenne totale dans un signal
périodique est égale a la somme des puissances moyennes de toutes les harmoniques composant
le signal.

L'égalité de Parseval peut étre écrite en termes de Fourier :

T o]
P 1rOF de = laoHP + 3 (Z A (DI + |Bn(f)|2>

n=1

Ou ay(f), A, (f), B,(f) désignent les coefficients de Fourier de f(t). Il s'agit d'un résultat tres
utile, a la fois sur un plan théorique pour montrer que l'application associe ses coefficients de

Fourier et sur un plan pratique pour calculer la somme de certaines séries.

4.2.Cas d’un signal discret :

e Le théoreme de Parseval, sous sa forme discréte, s’écrit pour un signal x :

=

X (k)|?
0

2|~

> kTP =

N-1
n=0

=
Il
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Exemple : Appliquons I'égalité de Parseval a la fonction f(t) = t de période T = 27T pour montrer
o 1 m?
ue : -1 — = —
q Zn—l n2 6

fi)4

Fig 16. Représentation temporelle de f(t)

e [ étantimpaire on en déduitque: a, = 0
2 2 2
. a0=int.dt=i*t—|”=i(n —TE)=O
2 YT T

[ ] bn=—2ﬂ

n

Appliquons alors I'égalité de Parseval en tenant compte des coefficients de Fourier mentionnés

1 ’ 2 2 1 N 2 2
Tf FOFd = ag? + Z a,?+b,
0

n=1

Ecrivons alors I'égalité de Parseval
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