CHAPITRE

Méthodes numeériques et
conditionnement pour les
systémes d’équations

linéaires

4.1 Systéme d’équations linéaires

Définition 4.1.1 Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Un systéme linéaire de n

équations & m inconnues Ty, ..., T, est un systéme (S) de la forme:

p
a11 1+ a2 To + ... + Q15 Tj + .ot Ty = bl

a;1 T1 + ;o .Z'2+...—|—Clij :Lg—i——l—@lm .I'm:bz (S)

| @n1 Z1+ an2 T2+ o F G Ty F ot G T = b,

oulesa; (1<i<n, 1<j<m)etlesb, (1 <Fk<mn) sontdes éléments de k fixés.

Notation 4.1.1 On note A = [a;;] 1<i<n la matrice du systéme (.S) .
1<j<m
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4.1. Systéme d’équations linéaires

€ by

Forme matricielle: Si on note v = . etb= ' le systéme (S) s’écrit :

Az =b.

Exemple 4.1.1 On consideére le systéme (S) de deux équations a trois inconnues :
r1 — 2%2 =1
To — 35(]2 =2

La matrice A de ce systéme est :

1 -2 0
A —
0 1 -3
et la forme matricielle est donc :
T
1 -2 0 1
To =
0 1 -3 2
L3

4.1.1 Conditionnement d’un systéme d’équations linéaires

Définition 4.1.2 Soit A € M,, (k) une matrice inversible. Le nombre noté cond(A) =
IA|l. [|AY| est appelé le conditionnement de la matrice A, relativement & la norme ma-

tricielle considérée.

Théoréme 4.1.1 Soient A € M,, (k) une matrice inversible, b un vecteur non nul.
1- Soient x, x4+ 0x les solutions des systémes Ax =b et A(x + 0x) = b+ 0b.

On suppose que b # 0, alors on a :

62 b
L < cond(A)—— 4.1.1
el = <A g (4.1.1)

et c’est la meilleure possible (c’est-a-dire : 3b # 0 et b # 0 tels que (3.1) devienne
égalité).
2- Soient x, x + 0x les solutions des systémes Ax =b et (A+ JA) (x + ox) = b.

On suppose que b # 0, alors on a :

o] < cond(A)

[0 Al
|z + ox| —

AT (4.1.2)
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4.1. Systéme d’équations linéaires

et c’est la meilleure possible (c’est-a-dire : 3b # 0 et b # 0 tels que (3.2) devienne
égalité).
Preuve 1- Soient Az =b et A(z + dz) =b+ b, d'ovw A~*b=1x, Adx = d0b et A~16b =

ox.
On a : bl = [[Az| < [[A|l ||z]|, ce qui implique

16]]
|| > = *
ol > 30 @
et
lox]| _ [IA770b] _ [A” ][ 1|b]
] el = [l
D’apreés (*), il vient
ox A7 |66 _ A
Vi) AT g 1A
] ] 161l
ce qui implique
[0 100]]
< cond (A) ——
el = A

Pour verifier que c’est la meilleure, prendre b # 0 et db # 0 tels que
lA™"ab]| = [lA=H[ llabl

on a l’égalité dans (3.1).
2-Ona: (A+05A)(x+dx) =b implique 6z = —A"0A (v + x) ce qui implique

loz]l < [A7H] - NI6All |2 + o]

d’on
[0 |A™0A (2 + dz)| 1 16A]
= < [|[A7|| . [|[6A] = cond (A) —
Bvoal Mo <14 M
Pour verifier que c’est la meilleure, prendre un vecteur y # 0 tel que :
A7yl = [[A7H] Ty (**)

et un scalaire 3 # 0. et on prend alors : b= (A + SI,)y, 6A = BI, et bz = —BA™ 'y, ce
qui implique © + dx =y, Az =b et (A4 6A) (v + dz) = (A+ S,y =b.
D’ou d’aprés (**):

0] < 18] |A~"gl| = [|4~"|- Il = [ A~ - ISA Jlz + 6]

De plus si 3 n’est pas une valeur propre de A, alors b # 0.
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4.2. Méthodes itératives

Exercice 4.1.1 1- Pour toute matrice A inevrsible. Montrer que

- cond(A) > 1

- cond(A) = cond(A™1)

- cond(aA) = cond(A) pour tout o > 0.

2- On désigne par conds (A) le conditionnement de la matrice A, relatif & la norme
euclidienne. Montrer que

Si A est une matrice normale (c’est-a-dire A x AT = AT x A),
max [A; (A)]

COTLdQ (A) = m,

ou les \; (A) sont les valeurs propres de la matrice A.
- Si A est une matrice unitaire (c’est-a-dire A x A* = A* x A = I,,) ou orthogonale

(c’est-a-dire A x AT = AT x A=1,), alors :

condy (A) = 1.

4.2 Meéthodes itératives

On va voir un type de méthodes intératives de résolution du systéme Az = b.
Soit la forme matricielle Az = b avec A € M,, (k), det(A) # 0 et b € k™. Une

méthode intérative se présente sous la forme

2 vecteur arbitraire,

(4.2.1)
z* D) = Bax®) ¢ k>0

avec B € M,, (k) en fonction de A et b, ¢ un vecteur de k™ construit a partir de b.

4.2.1 Convergence des méthodes intératives

Définition 4.2.1 La méthode itérative (3.2) est dite convergente si pour tout z(°)

lim 2® = g*
k—+o00

ol z* est la solution de Ax = b.
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4.2. Méthodes itératives

Remarque 4.2.1 1- On a alors z* = Bz* + c.

2- Si on pose e®) = z*) — z* pour k >0

Comme
¥ = Br*+c
et )
2+ = B 4 ¢
on a

e®) = By=1) _ Byt = Beb-1) — = BFcO)

de plus lim z® = 2* équivaut ¢ lim e® =0 équivaut ¢ lim BFe® = 0.
k—+o00 k—+o00 k—+00

Donc la méthode itérative (3.2) est convergente si

lim Bfv =0, Vv

k— 400
ce qui est équivaut a

lim ||B"| =0, Vv

k— 400
pour toute norme vectorielle ||.|| .
Critére de convergence des méthodes itératives

Théoréme 4.2.1 Les propositions suivantes sont equivalentes :

(i) La méthode (3.2) est convergente vers x* tel que x* = Bax* + ¢;

(ii) p(B) < 1;

(1i1) | B]| < 1 pour au moins une norme matricielle ||| .

Preuve (i) = (ii)

Supposon que p(B) > 1, p(B) = ||, donc il existe un vecteur q tels que :
q#0, Bg=XAg et |\ >1
ce qui implique
vk >0, |[B*q|| = [\ql] = [X*[llall = N llall > llal
ce qui contredit

lim HquH = 0.

k—+40c0

(i) = (iii)
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4.2. Méthodes itératives

D’aprés le théoréeme (2.8) : Ve > 0, il existe au moins une norme matricielle subor-

donnée telle que :

1Bl < p(B)+e¢
(i1i) = (i)Soit ||.| une norme matricielle subordonnée, d’aprés la Proposition 2.0,
n k
Yk >0, Yo ek, 0<|| Bl < |||B*||| IIvll < I1BI" [|v]l -
Puisque | B|| < 1, alors

lim ||B|*=0

k—+o00
ce qui implique

lim ||B"| =o0.

k—~o00

4.2.2 Quelques méthodes itératives particuliéres

On décompose A sous la forme A = M — N avec M fagile & inverser. Alors :

Az = b si et seulement si x = M ' N.ox+ M~1b

ce qui équivaut a

r=Bx+c
avec

B=M"1t'N

et )

c=M1b

et on s’intéresse a la méthode intérative (3.2).

Pratiquement, on résout les systémes linéaires successifs :
pour k >0, M.o* ) = N.z*) 4 p,

a). Méthode de Jacobi

On suppose que a; #0, i =1,....n.

On décompose A sous la forme A =D — (E + F) avec
M = D = diag (a;;) (c’est-a-~dire diagonale de A)
et
N=F+F

36



4.2. Méthodes itératives

ou )
—Qyj, sid > ]
EF =
\ 0, ailleurs
et
( . . .
—Qj, S11 <)
F =
0, ailleurs

En partant de Bz® + ¢ avec

B=M"'N=D"'(E+F)
et ’

c=D"1h

on obtient 'algorithme suivant :

Algorithme 4.2.1

2O donnée initiale

a* D) = Ja®) e k>0

ouJ =D (E+F)=1,— DA est appelée matrice de Jacobi.

En posant z(*) = (w@, xgk), s x%k)) , on est conduit & résoudre D.z**) = (D — A) .2®) +
b c’est-a-dire le systéme suivant :

/

k k k k
ai11 $§ = —a12 xé ) — ais xg, - Q1n %(1) + b
22 Hfgkﬂ) = —a91 chk) — a93 w:(;k) — ... — Q2p $7(1k) + by
[ @nn 2y = —0n1 $§k) — Qn2 xgk) — e T Oant xﬁf,)l +n

b). Méthode de Gauss-Seidel

Posons M =D —E, N=F, et G=M"'N=(D—-E) " .F.
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4.2. Méthodes itératives

On pourait améliorer la méthode précédente en utilisant les quantitées déja calculées

;

a1 I‘glﬁ_l) = —a12 xék) — a3 a:ék) — ... — Q1n $£lk) + bl
929 :L‘gﬁ_l) = —Aa91 l‘ék) — Q93 Jigk) — ... — Q9p .:Eq(ka) + b2
[ @nn Y = —Qn1 xgk) — Qpa azgk) — e — App1 a:;k_)l + by,

ce qui revient & écrire I’algorithme suivant :

Algorithme 4.2.2

2O donnée initiale

D.xtt) = B gkt 4 p o) g

ou encore
2O donnée initiale

g* ) = Ga® (D - E)'b

ot G = (D — E)"'.F est appelée matrice de Gauss-Seidel. Elle est inversible si a; #

0, 2=1,...,n.

c)._ Méthode de relaxation

1 1-—
Pour w # 0, en posant M = — D — E, N = (_w) D+F, et R, =M7'!N =
w

1 1w
D-E -~ ~D+F),ona
w w

A=M-—N= (lD—E>—<1_—“.D+F)
w

38



4.2. Méthodes itératives

et
( a1 xgkﬂ) = an xgk) —w {all :vﬁk) + ag2 :cék) + ...+ amn, :U%k)} + wby
az @y ) = ag 2y —w {%1 o8 + a2 + .+ a4, :vq(@k)} + wby

[ Gnn x,(fﬂ) = Upn a:,(f) —w {anl xgk) + ap9 xgk) + o+ Gnn x%k)} + wb,,

ce qui revient & écrire I’algorithme suivant :

Algorithme 4.2.3

2O donnée initiale

<lD - E) kD) — <1_—°".D 4+ F) 2® 1
w w

ou encore
2O donnée initiale

—1
24 = R 2 4 (lp _ E) b
w

1 -
ou R, = <—D — E) (—WD + F> est appelée matrice de relaxation.
w w

Remarque 4.2.2 1- Pourw =1, R, = G.
1
2- Comme a; # 0 pour tout i, (—D — E) est inversible.
w
3- Lorsque w > 1, on parle de sur-relaxation.

4- Lorsque w < 1, on parle de sous-relaxation.

4.2.3 Convergence des méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel, et

relaxation

Théoréme 4.2.2 Soit A une matrice symétrique défnie positve, décomposée sous la forme
A= M — N avec M inversible.

Si la matrice symétrigue MT + N est définie positive, alors :

p(M™'.N) <1.
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4.2. Méthodes itératives

Preuve 1- M7+ N est symétrique car : A = M — N implique M = A+ N ce ci implique
MT = AT + NT,

Puisque A symétrique, donc
MT+N=AT+ N'+ N=A+N"+ N=M+ N".
2- Comme A est symétrique définie positive, l'application
vER" — |jv]| = (v Av)%

définit une norme sur R™.

On considére alors la norme matricielle ||.|| induite par cette norme vectorielle.

|M~ N = |1, = M Al =sup |jv— M Ao
Jvli=1

Soit v un vecteur tel que ||v|| =1. On pose w = M~ Av, on a

lv—w|> = (w—w)" A(w—w)=1—0".Aw —w" . Av + v’ Aw
= 1—w' . M'w—w" . Mw+w" Aw

= 1-w’ (MT+N)w.
Siv#0, alorsw= M~ Av#0. D’ou
wT(MT+N)w>O.
Donc si la matrice symétriqgue MT + N est définie positive, on a
||v—w||2:1—wT(MT+N)w< L.

Exemple 4.2.1 Soit

2 -1 0 0

-1 0
A —

0 —1

0 0 -1 2
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4.2. Méthodes itératives

1- Pour tout v € R",

vl Av = o2 +Ui+z (v +v;_1)> >0, v #0,

i=2
donc la matrice symétrique A est définie positive.

2- Pour la méthode de Jacobi : on prend

M =D

N=E+F

A= M — N est symétrique définie positive, car

UT(MT+N)v:vf+vi+Z (v +v;_1)> >0, v #0.

i=2
MT + N est définie positive ce qui implique

p(M™'.N) < 1.

Théoréme 4.2.3 (Ostrowski-Reich) (Conditions suffisante de convergence de la
méthode de relaxation)

Si A est symétrique défnie positve, la méthode de relaxation converge pour w € 10, 2[.

Preuve On applique le théoréme précédent.

OnaA=M-— N avec

Comme ET = F, alors

1 1—
MT+N = —D—ET+<T)D+F
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4.2. Méthodes itératives

Puisque w € 10, 2[, alors

9 _
<—w> > 0.
w
9 _
Donec MT + N = <_w) D est défnie positve.
w

Théoréme 4.2.4 (Conditions nécessaire de convergence de la méthode de re-
laxation)
1- Le rayon spectral de la matrice de relazation est tel que p (Ry,) > |w — 1.

2- Ainsi, si w ¢ 10, 2[, la méthode de relaxation ne converge pas.

1
Preuve Ona R, = (lD — E) <(1_w) D+ F) = M-'N. Alors

w w

det (V)

M(Ry) = det(Ry) = det (M™'N) = F2ma

(e
s (10-2)

<1 —w)"

w det D

= . — 1— TL.
1 det D ( w)

wn

n

7

On en déduit que
(p(R)" = T (R =1 =",
i=1
donc p(R,) > |1 —w| et la méthode de relaxation ne peut converger que pour w € |0, 2.

Exercice 4.2.1 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Montrer que pour tout

w €10, 2[, la méthode de relaxation converge.

4.2.4 Autres méthodes itératives :
Méthode du gradient a pas fixe

L’algorithme du gradient & pas fixe généralement est donné comme suit :

Algorithme 4.2.4

2© donnée initiale
kD) — (k) _ (A.x(k) — b) , k>0,
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4.2. Méthodes itératives

ol «v est une constante fixée.

Si on pose r*¥) = A.z*) — b on a

k+1) k) k)

a = 2™ — a.rt

ce qui implique

rED — 8 g Ar® = (I, — . A) 7).

Condition nécessaire et suffisante de convergence : La méthode du gradient & pas

fixe est converge si

p (L, —a.A) <1

Proposition 4.2.1 Si la matrice A est symétrique définie positive alors la méthode du

gradient o pas fize converge si et seulement si

0< <2
a R
An

avec N\, la plus grande valeur propre de A.

De plus a = ﬁest une valeur optimale (c’est-a-dire que I, — a.A a le plus petit

rayon spectral).

Méthode du gradient & pas optimal

On considére le systéme suivant :

2(© donnée initiale

g® D = 2™ —qy (Az® —b), k>0,
ol «y, est choisi tel que :

D) | (R)

avec r®) = A.z®) —p. Donc r*+t1) = pk) — o ArH),

rE+D) 1 () gquivaut dire que <7“(k) — ap Ar®) T(k)> = 0 équivaut a

1,

U= WA, @)
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4.2. Méthodes itératives

Algorithme 4.2.5 L’algorithme de la méthode du gradient & pas optimal est donné par

(0) k=0

2©) donnée initiale

(1) calcul de r® = A.x®) —p
(2) Sir®) =0, c’est terminé.

(3) Sir®) £ 0, on caleul :
1,

NV RO C)

et

(4) k:=k+1 et aller a (1).

Exemple 4.2.2

3

La solution du systéme Az =b est v = ().
5

Les valeurs propres de la matrice A sont:

de plus, elle est définie positive (Proposition 2.5). Donc A est symétrique définie positive.

On choisit une donnée initiale

et on calcul le premier itéré pour :

a). Méthode de Jacobi:
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4.2. Méthodes itératives

b). Méthode de Gauss-Seidel:

c). Méthode du gradient & pas fize:
Onar®=A209_—p= (%)

2
Convergence de la méthode:

Comme A est symétrique définie positive, si on choisit o (Proposition 3.2) tel que:

2 2
I<a<—=

—— =10,55279,
A2 g—{—%\/g
2 2
o= = —.
)\1‘1’)\2 5

La méthode converge.

Calcul de ) : Si on prend o = % < 0,55279, on obetient

3
20 = 20 0 ()L
s/ 2\5
1
_ 4
= (s
4

St on prend o = % < 0,55279, on obetient

1\ 2
2D = O @ = ()2
1) s

2

_ 5

2

d). Méthode du gradient & pas optimal: r(©)

|
—
[NIISINTY
~—

Calcul de oy : On a

et



4.2. Méthodes itératives

Donc

2
IO, 174

ao = —_— =

(Ar©@ O} 2~ 123

34
123

Caleul de ™V -
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