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Exercice 1 Montrer que les racines du polynéme P(z) = 211 + 32°0 + 1
vérifiant |z| < 1 sont exactement 50.

Solution

posons Q(z) = 32 + 211 on a

1Q(2)| = [2°°(2% + 3)| < |28 + 3] > 2 pour |z]| = 1.

D’autre part,

|P(2) — Q(2)] =1 <|Q(z)] pour |z| =1,

d’aprés le théoreme de Rouché P, () ont le méme nombre de zéros dans
D(0,1).
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Exercice 2 Considérons les fonctions f(z) = 2% + 524 — =22 et g(z) =

6
e — 42"+ 1, k(z) = — 222 — 1.
Combien de zéros contient f | g, k a Uintérieur du disque unité |z| < 17

Solution

1) Posons h(z) = 216

il est clair que h a 16 zéros a l'intérieur du disque unité, on a
|h(2)] = |2 = |2]*® = 1 pour |z]| = 1.

D’autre part,
1 1 2
£(2) = h(2)] = |5 = 2] = = < 1= |h(z)] pour [2] = 1,

d’apres le théoréme de Rouché f, h ont le méme nombre de zéros dans
D(0,1).
2) Posons h(z) = 42"



il est clair que h a n zéros a l'intérieur du disque unité, on a

|h(2)| = |42"| = 4]z|™ = 4 pour |z| = 1.

D’autre part,

lg(z) — h(2)| =|e* + 1] < e+ 1< 4= |h(z)| pour |2z| =1,

d’apreés le théoréme de Rouché g, h ont le méme nombre de zéros dans
D(0,1).

3) Posons h(z) = —222

il est clair que h a 2 zéros a 'intérieur du disque unité, on a

|h(2)] = | — 222 = 2|2]?> = 2 pour |z| = 1.

D’autre part,

|k(z) = h(z)|=]e* =1 <e'+1<2=]h(z)| pour |z]| =1,

d’apres le théoréme de Rouché k, h ont le méme nombre de zéros dans
D(0,1).

Exercice 3 Considérons les fonctions f(z) = 2° + 32* + 1.
Combien de zéros contient [ dans l'anneau 1 < |z| <27

Solution

On cherche a l'intérieur des disques |z| < 1 et |z] < 2 séparément.

En effet,

- Pour |z] =1,

Posons h(z) = 322

il est clair que h a 2 zéros a 'intérieur du disque unité, on a

|h(2)| = |32*] = 3|2]* = 3 pour |z| = 1.

D’autre part,

£(2) = h(=)| = |5+ 1] = 2 < 3 = |A(2)] pour || =1,

d’apres le théoréeme de Rouché f, h ont le méme nombre de zéros dans
D(0,1).

- Pour |z| =2,

Posons h(z) = z

il est clair que h a 5 zéros a l'intérieur du disque unité, on a

|h(2)| = |2°| = |2|°> = 32 pour |z| = 2.

D’autre part,

|f(2) — h(2)] = [32% + 1| = 13 < 32 = |h(2)]| pour |z| = 2,

d’apres le théoreme de Rouché f, h ont le méme nombre de zéros dans

D(0,2).
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Exercice 4 Let f(z) = 2"+ 2(2 — 3)* + 1.
Trouwver le nombre de zéros de f dans le disque D(3,1).

Solution

D3,1)={2€C / |z—=3| < 1}

C’est mieux de travailler dans le disque unité

Posons w =z — 3

donc f(w) = (w+ 3)" + w* 4+ 3w + 1, Jw| < 1.

Posons h(w) = (w + 3)7

il est clair que h n’a pas de zéros pour |w| =1, on a

h(w)] = [(w+3)"| = [w+ 3" = 4".

D’autre part,

|f(w) — h(w)| = |w* + 3w + 1| =5 < 47 = |h(w)| pour |z| =1,

d’apres le théoréme de Rouché f, h ont le méme nombre de zéros dans
D(3,1)

D’ou
f n’a pas de zéros dans le disque D (3,1).



