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EXERCICE N° 1
Soit la poutre suivante (Figure 1)
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Figure 1 r

1. Calculer I’énergie potentielle de deformation totale de la poutre
2. Comparer les énergies potentielles dues au moment fléchissant et aux efforts
tranchant.Quelle conclusion en tirez-vous ?

AN :E=2,1108kN/m? G=0,8 10’kN/m? k = g (coef de section réduite pour
une section rectangulaire)

EXERCICE N°2:
Soit la structure de la figure 2.

1 Enappliquant le théoreme de Castigliano, déterminer le déplacement horizontal en E g

2 Déterminer la rotation 6 en E en appliquant les intégrales de Mohr

3 Calculer le déplacement vertical dgven E,par la méthode graphique de Véréchaguine

4 Calculer le déplacement horizontal dyc en C en utilisant la multiplication des diagrammes
par les tableaux de Mohr

Figure 2

EXERCICE N° 3 :Soit la structure ci-dessous figure 3
1. Déterminer le déplacement horizontal en B 84
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

Solution série N°1 énergie potentielle de déformation

EXERCICEN°1
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Figure 1 r

1. Calculer l’énergie potentielle de deformation totale de la poutre

L; L; kr? Ly Mj
Utor=2it1 0 (25,4) ZEa. b Dist 0 (ZEI) dx"Zl =1Jo (264); 26, X Di=1 0o 26hHp; &

e Calcul des réactions d’appui
YF,=0=H,=P=5kN
M
ZMB = 0=R, 6+ M = 0=Ry = — = =1,67 kN
YF, =0 =R, + Rg=0=Rg = —R, = 1,67kN
Troncon AB:0<x<1m
Nyc=-H, = —5 kN=N3; = 25 kN?
Myc=Ryx=—1,67x = M,->= 278 x?
Tac =Ry = —1,67 kN = T,* = 2,78 kN>
Troncon CB: 0<x<5m
Ngc=-P= —5 kN=N%, = 25 kN*
Mcg =Rgx =1,67x=>M %= 2,78 x>
Tcg = —Rp = —1,67kN =T 4> = 2,78 kN?
e Calcul des caractéristiques géométriques

_ —2..2., _bn3_0102% _s5
A=210""m*; = —=—-—=6,667 10 m*

E=21 108kN/m2 et G 0,8 107kN/m

L; kT
Utot —Zl 1 +Zl 1

o (264);9

o (ZEA) dX+Zl 1

- — -5
Uy = Zf (ZEA)l Eot J-ZEAdx 1,785 10-kN .m

U _Z":J“ M _f1 2,782 +j5 2,782
oM L), @ED, ), 2Bl T, 2Rl
i=
Uron = 20 |3 +22%] = 4,17 10-3kNm

L; kT
UtotT +Zl 1

0 (264);°
16278 56 2,78

Uiorr = [, eoordx + [ 2~ dx = +0,0000104 + 0,000052125 = 0,0000625 kNm

0 (2 EI)

d+211L dx._

M} L; kT?
Utot +Zl 1f dx+z lf 0 (ZEA)

o (2ED); 0 (264);
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

Upt = 1.7851075+4.17 1073 + 6,25 107> =0,00425kNm

On peut conclure que les énergies potentielles de déformation dues a [ effort tranchant et
[’effort normal sont st négligeables

par rapport a celle du moment fléchissant.
EXERCICE N°2:
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Figure 1

1. Détermination du déplacement horizontal en E 6¢ en appliquant le théoreme de
Castigliano.

Le théoréme de Castigliano s’énonce comme suit : La dérivée partielle de |’énergie
potentielle de déformation d’une structure ou d’un corps solide par rapport a une
force est égale au déplacement du point d’application de cette force suivant sa ligne
d’action.

On néglige les énergies potentielles dues aux efforts tranchant et aux efforts normaux
M; oM;

_ A _n L; M;
Spn=_= i=1 Jy ED; — dX

Ce portique présente quatre trongons, en 1’occurrence, les trongons AB, BC, CD et DE.
TrongconED :0< x <L

M
Megp= - PX
ED :>0"P

Troncon DC : 0<x <L

=-X

oM
Mpc= - PL :% =L

Troncon CB : 0< x < 2L

Meg=-P(L—X) —>2aBC

P
(L—-x)
Troncon BA : 0< x < 2L
_ gx? Mpy _
MBA— -PL —T :_ﬂ’ =-L

=1 Lpyzgy +1 (L pr2 1 (2L ISCENE B AP
8 en = 57 Jo PXPdx - [ (PL?) dx +o o[ P(x — L)% dx+- [ PL? + P2 dx
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

PL pPL3 ZPL3 3
R e e

e E = 2EI \Meme sens que la charge)

2. Détermination de la rotation OE en E en appliquant les intégrales de Mohr

On applique d’abord un moment fictif ¢ en E puis on calcule la rotation 8¢ en dérivant
1I’énergie potentielle totale de la structure par rapport a ce moment fictif, et faisant ¢=0
dans les intégrales de Mohr, on obtient alors I’expression permettant de calculer la
rotation Og.

L’énergie potentielle de déformation est donnée par

v= ZJ @ED;

Ly M; oM;
0(131) £

Oe= =1

TronconED :0<x <L

_ Mep _
Mep= - Px ¢:>_ﬁ¢ =-1

Troncon DC : 0<x <L

Mpc= - PL - ¢=> ¢ o

Troncon CB : 0< x < 2L

Meca= - P(L —X)- ¢:>5M =1

Troncon BA : 0< x < 2L

2
Mea=-PL - £t 04 = 1

op
O = 54)8:] 0 %fL(—PX)(_l) dx +%J'L(— PL)(—1) dx +—f [—P(L—X)(-1) dX+2E1f 2L _ (—PL _%) i
O ZEIfo (Px)dx+ fo PL dx+ fo [p(L X) dx+—fo (=PL __) dx
0= — ﬁ PL? (rotation dans le sens inverse de ¢)

3. Calcul du déplacement vertical égy en E, par la méthode graphique de
Véréchaguine
Si la barre est a section constante (El= constante)
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

Supposons que 1’on doive intégrer le produit deux fonctions fi(x) et f(x),
respectivement non linéaire et linéaire.

= ffl (X) fz(X) dx :f f1(X) (aX +b) dx = af Xfl(X)dX +bf fl (X) dx=a Xe1 Ar +b Ay
Donc: I = Al(axel+b): Ay Y2
A : Aire de la fonction non linéaire

y»= ordonnée mesuré sur le diagramme de la fonction linéaire au niveau du centre de gravité
du diagramme de la fonction non linéaire

Ce résultat peut s’énoncer de la maniére suivante :
L’intégrale du produit de deux fonctions, dont I’une est linéaire est égal au produit de

s ® »rr . r . ’ r ., r r
["aire de [’épure non linéaire par l’ordonnée de son centre de gravité mesurée sur
["épure linéaire.

e Donc on a besoin d’un diagramme unitaire et d’un diagramme de charge, or dans
le but de simplifier les calculs et en vertu du principe de superposition, on trace
autant de diagramme de charge dus au moment fléchissant que de charges
appliquée sur la structure.

e Dans ce cas précis on a deux charges appliquées sur le portique, donc il est
impératif de tracer deux diagrammes du moment fléchissant dus au chargement
appliqués, en I’occurrence, les charges P et q
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

Les diagrammes :

. Pl
-3 e e n ~ 3 n
Figure i
. el I 0 2
Ma E Mip 7
parabole
ﬁpLI r I“T“* pL [TTTTTTTITITITA] ot
2 PL
Diagrammes de charge
L

diagrammes unitaire

dev=0evpt+deyq(principe de superposition=> la somme des déplacements dus a la charge P et
la charge répartie q)

3
SEVP:—% (PL L) (%L) +0 +0= —% ('le produit du diagramme de P M,, par le diagramme
unitaire m)
SEquﬁ [AparaboteYiincaire| (1€ produit du diagramme de q Mq par le diagramme unitaire m)

Squ—ﬁ(é% L) Gl (GD3+ G5 D)5~ m Pl

_ 19PL3
0 — . pI3
v ( 2EI 24 EI )= 24E1

(dirigé vers le bas) (sens inverse de la charge unitaire)

4. Calculedu déplacement horizontal suc en C en utilisant la multiplication des
diagrammes par les tableaux de Mohr
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

e Il s’agit en fait de trouver graphiquement le resultat des intégrales de Mohr.
Les diagrammes de charge étant déja tracés pour le compte de la 3°™ question
Il ne manque que le diagramme unitaire du & une charge appliquée horizontalementen C

2EI

a7 . L FH oo

ZEl /

¥ ) ¥ 7L

dcH=0cHptdcHqg(principe de superposition=> la somme des déplacements dus a la charge P et
la charge répartie q)

L1 L1 2L _8prL3
2Lt APL
dcHo™o5r320 - 2L 3

3
ocH= % (dirigé vers la droite)

EXERCICEN®°3:

.1. Déterminationdu déplacement horizontal en B g

6 _ N,-]-nUL,]
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= o | l
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structure sous une charge unitaire

N;j; : effort normal dans barre ij du au chargement appliqué

n;;: effort normal dans barre ij du a une charge unitaire appiqué au point et suivant la directic
L;j: longueur de la barre ij

EA;;: rigidité 21 effort normale de la barre ij

e Calcul des réactions
e Calcul des reactions du treillis sous chargement

Zsz—HA+2P=0:>HA=2P
ZMB:RA.SL—P. 2L+ 2P. L202RA:0
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SERIE N° 1 ENERGIE POTENTIELLE DE DEFORMATION

ZFyzRA'l'RB:P:)RB:P

i=2 e
r:\ ™~ ~ .‘_\E
. = I=c a=h=d
L Crémona des charges
- i
e Calcul des réactions du treillis sous charge unitaire
ZF)(:HA_]':O:HAzl
Y Mp=R,.3L+1.L=0=R, = —3
Y F, = Ry + Rg= 0 = Rp=- RA:%
D d
o ~ _EA
2EA 3 e S ]_:2:3 a=e
c Ff.-‘k H:KEH
e JTLI c b=d
3 * 'l, 2L J 3 Crémona unitaire
e Les efforts dans les barres sont calculés par la méthode graphique de Cremona
(Figures ci-dessus)
Barres Nl] nI] Ll] EA,J Nl]nl_]Ll]
EA;j
AB=C1 0 0,333 L 2EA 0
AC=la 2P 1 L EA 2PL
EA
BC=21 1,425P 0 1,414 L EA 0
BD=d2 -3,175 P -1,08 1,054 L EA 3,61PL
EA
DE =d3 -3,175P -1,08 2,108 L EA 7,22PL
EA
DC= 32 0 0 0,666 L 2EA 0
CE=e3 3P 1 2L EA 6PL
El‘{}l 83PL
NynLy S = ——
EA;; Vers la droite
(méme sens
gue la charge
unitaire)
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