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Chapitre 3 (la suite)

Partie 2: Lois usuelles continues

1 Loi normale (loi de Gauss):

Definition 1 Soit X une variable aléatoire. X suit une loi normale de paramètres
(µ, σ), notée N(µ, σ), si X admet comme densité

∀x ∈ R, µ ∈ R, σ ∈ R+, f(x) = 1
σ
√
2π

exp−
1
2 (
x−µ
σ )2

Remarque:

– Espérance: E(X) = µ.

– Variance: V (X) = σ2.

– Écart-type: σ(x) =
√
V (X).

– La fonction de densité de probabilité de la loi normale a la forme
d’une courbe en cloche .

Cette loi est symétrique par rapport à µ.

1.1 Fonction de répartition:

F (X) = P [X ≤ x ] =
+∞∫
−∞

f(x)dx

F (X) =
+∞∫
−∞

1
σ
√
2π

exp
−1
2 ( t−µσ )2 dt
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Toute loi normale N(µ, σ) peut se ramener à la loi normale centrée réduite
N(µ = 0, σ = 1). Ceci permet d’utiliser les tables de cette loi normale centrée
réduite pour résoudre des problèmes sur une distribution normale quelconque.

2 Loi normale centrée réduite:

Definition 2 On dit que la loi est centrée si son espérance µ = 0, elles est dite
réduite si sa varince σ2 (et son écart-type σ) est égale à 1.

La loi normale centrée réduite N(µ = 0, σ = 1) et donc définie par la for-
mule:

∀x ∈ R, f(x) = 1√
2π

exp
−1
2 x2

Remarque:

• Espérance: E(X) = µ.= 0.

• Variance: V (X) = σ2 = 1.

• Écart-type: σ(x) =
√
V (X) = 1.

• Cette loi est symétrique par rapport à µ = 0.

2.1 Fonction de répartition:

F (X) = P [X ≤ x ] =
+∞∫
−∞

f(x)dx

F (X) =
+∞∫
−∞

1√
2π

exp
−1
2 t2 dt

Les valeurs de F (X) s’obtiennent à l’aide d’un logiciel ou de Tables.
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Règle de calcul de probabilités:

Dans l’utilisation de la table de la loi normale standard N(0, 1), on aura
des calculs de probabilités à faire. On les fera avec les règles suivantes:

1. F (−x) = 1− F (x). (Règle n: 1).

2. P [X ≥ x] = 1− P [X ≤ x] = 1− F (x). (Règle n: 2).

3. PX ≥ −x] = 1− P [X ≤ −x] = 1− F (−x). (Règle n: 3).

= 1− [1− F (x)] = F (x).

4. P [x1 ≤ X ≤ x2] = P [X ≤ x2]− P [X ≤ x1] = F (x2)− F (x1).

5. P [−x1 ≤ X ≤ x2] = P [X ≤ x2]− P [X ≤ −x1] = F (x2)− F (−x1) (Règle
n: 5).

= F (x2)− [1− F (x1)] = F (x1) + F (x2)− 1.

6. P [−x ≤ X ≤ x] = P [X ≤ x] − P [X ≤ −x] = F (x) − F (−x). (Règle n:
6).

= F (x)− [1− F (x)] = F (x) + F (x)− 1 = 2F (x)− 1.

Exemple 1. Soit X  N(0, 1), calculer P [X ≤ 1.56].

Solution: P [X ≤ 1.56] = F (1.56), on cherche 1.56 dans la table (Table
de la loi normale centrée réduite N(0, 1)

.

Lecture de la table: pour x = 1.56 (intersection de la ligne 1.50 et de la
colonne 0.06), on a la proportion 0.9406.

3



P [X ≤ 1.56] = F (1.56) = 0.9406.

Exemple 2. Soit X  N(0, 1), calculer P [X ≥ 0.49].
P [X ≥ 0.49] = 1− P [X ≤ 0.49] = 1− F (0.49).(→On utilise règle n: 2).
La valeur de F (0.49) se trouve dans la table à l’intersection de la ligne 0.4

et de la colonne 0.09.
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On trouve donc F (0.49) = 0.6879, alors

P [X ≥ 0.49] = 1− P [X ≤ 0.49] = 1− F (0.49) = 1− 0.6879 = 0.3121.

Exemple 3.

Soit X  N(0, 1), calculer P [X ≤ −1.1].

Solution: P [X ≤ −1.1] = F (−1.1) = 1 − F (1.1). (→On utilise règle n:
1).

La valeur de F (1.1) se trouve dans la table à l’intersection de la ligne 1.1 et
de la colonne 0.00.
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On trouve

F (1.1) = 0.8643, alors: P [X ≤ −1.1] = F (−1.1) = 1− F (1.1) = 0.1357.

Exemple 4. Soit X  N(0, 1), calculer P [−2 ≤ X ≤ 2].

Solution:

P [−2 ≤ X ≤ 2] = P [X ≤ 2]− P [X ≤ −2] (→On utilise règle n: 6)

= F (2)− F (−2)

= F (2)− [1− F (2)]

= F (2)− 1 + F (2)

= 2× F (2)− 1

= 2× (0.9772)− 1

= 0.9544.
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Exemple 5. Soit X  N(0, 1), calculer P [−0.46 ≤ X ≤ 2.21].

Solution:

P [−0.46 ≤ X ≤ 2.21] = P [X ≤ 2.21]− P [X ≤ −0.46] . (→On utilise règle n:
5)

= F (2.21)− F (−0.46)

= F (2.21)− [1− F (0.46)]

= F (2.21)− 1 + F (0.46)

0.9864− 1 + 0.6772

= 0.6636.

2.2 Transformation d’une loi normale en loi normale centrée réduite:

Soit une variable X distribuée selon une loi normale d’espérance µ et d’écart-
type σ (X  N(µ, σ)), alors la variable Z = X−µ

σ est distribuée selon une loi
normale centrée réduite, (Z  N(0, 1)).

L’opération ci-dessus s’appelle la transformation.

Exemple 1. X  N(µ = 17, σ = 9), calculer P [X ≤ 11].

Solution: Pour résoudre ce problème à l’aide d’une Table, on va se servir
de la transformation. On pose Z = X−µ

σ :

P [X ≤ 11] = P [X−µσ ≤ 11−µ
σ ]

= P [X−179 ≤ 11−17
9 ]

= P [Z ≤ −2]

= F (−2) = 1− F (2)

= 1− 0.9772

= 0.0228.

Exemple 2. Le poids moyen de 500 colis entreposés dans un certain
hangar est de 151 kg et l’écart-type est 15 kg.

En supposant que ces poids sont normalement distribués, calculer le poids
d’un colis pris au hasard pesant:

1. Entre 120 et 155 kg.

2. Plus de 185 kg.
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Solution: X  N(µ = 151, σ = 15), on pose Z = X−µ
σ = X−151

15 ,
Z  N(0, 1) .

1. P [120 ≤ X ≤ 155] = P [ 120−µσ ≤ X−µ
σ ≤ 155−µ

σ ]

= P [ 120−15115 ≤ X−151
15 ≤ 155−151

15 ]

= P [−2.066 ≤ Z ≤ 0.266]

= P (Z ≤ 0.266]− P [Z ≤ −2.066]

= F (0.266)− F (−2.066)

= F (0.266)− [1− F (2.066)]

=F (0.266)− 1 + F (2.066)

= 0.6026 + 0.9803− 1

= 0.5829.

2. P [plus de 185 kg] = P [X ≥ 185]

= 1− P [X ≤ 185]

= 1− P [X−µσ ≤ X−µ
σ ]

= 1− P [X−15115 ≤ 185−151
15 ]

= 1− P [Z ≤ 2.26]

= 1− F (2.26)

= 1− 0.9881

= 0.0119.

Exemple 3. Le poids des bébés à la naissance suit une loi normale de
moyenne 3.3 kg et d’écart-type 0.6 kg. On note X la variable aléatoire “poids
des bébés à la naissance”.

1. Calculer la probabilité P [2.12 ≤ X ≤ 4.48].

Solution: X  N(µ = 3.3, σ = 0.6),on pose Z = X−µ
σ V.a centrée

réduite;

1. P [2.12 ≤ X ≤ 4.48] = P [ 2.12−µσ ≤ X−µ
σ ≤ 4.48−µ

σ ]

= P [ 2.12−3.30.6 ≤ X−3.3
0.6 ≤ 4.48−3.3

0.6 ]

= P [−1.97 ≤ Z ≤ 1.97]

= P [Z ≤ 1.97]− P [Z ≤ −1.97]

= F (1.97)− F (−1.97)

= F (1.97)− [1− F (1.97)]

= F (1.97)− 1 + F (1.97)

= 2× F (1.97)− 1

= 2× (0.97558)− 1

' 0.95.
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2.3 Approximation par la loi normale:

2.3.1 Approcher une loi binomiale par une loi normale:

On admet qu’une loi binomiale B(n, p) peut être approchée par la loi normale
de moyenne µ = n× p et d’écart-type σ =

√
n× p× (1− p) lorsque : n ≥ 30

n× p ≥ 5
n× p× (1− p) ≥ 5

Alors

B(n, p) ≈ N(µ = n× p, σ =
√
n× p× (1− p))

2.3.2 Approcher une loi de Poisson par une loi normale:

On admet qu’une loi de Poisson être approchée par la loi normale de moyenne
µ = λ et d’écart-type σ =

√
λ lorsque:

λ ≥ 10.

P(λ) ≈ N(µ = λ, σ =
√
λ)

Dans la pratique, comme l’approximation faite est une approximation d’une
loi discrète par une loi continue, nous devrons effectuer une correction de
continuité, c’est à dire qu’à la valeur x0 d’une valeur discrète, nous associerons
l’intervalle [x0 − 0.5;x0 + 0.5] pour la variable continue.

A retenir:

Pdiscrète[X = xi] ' Pcontinue[xi − 0.5 ≤ X ≤ xi + 0.5]

Exemple 1. On effectue un contrôle de fabrication sur des pièces dont
une proportion p = 0.02 est défectueuse.

On contrôle un lot de 1000 pièces, soit X la variable aléatoire: “nombre de
pièces défectueuses parmi 1000.

1. Quelle est la vraie loi de X? (on ne donnera que la forme générale).

2. Quel est son E[X] et V [X]?

3. En approchant cette loi par celle d’une loi normale adaptée, calculer

P [18 ≤ X ≤ 22].
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Solution:

1. La vraie loi de X est la loi binomiale de paramètre p = 0.02 et n = 1000,
X  B(n = 1000, p = 0.02).

2. E[X] = n× p = 1000× 0.02 = 20

V [X] = n× p× (1− p) = 1000× 0.02× (1− 0.02) = 19.6

σ =
√
V [X] =

√
19.6 = 4.4271.

3. Comme

 n = 1000 > 30
n× p = 20 > 5

n× p× (1− p) = 19.6 > 5

alors on peut approximer la loi binomiale par la loi normale avec:

µ = n× p = 20 et σ = 4.4271

B(n = 1000, p = 0.02) ≈ N(µ = 20, σ = 4.4271) .

p[18 ≤ X ≤ 22] =

= p[18− 0.5 ≤ X ≤ 22 + 0.5] (→la propriété de la correction de
continuité)

= P [ 17.5−µσ ≤ X−µ
σ ≤ 22.5−µ

σ ] (→changement de variable)

= P [ 17.5−204.4271 ≤
X−20
4.4271 ≤

22.5−20
4.4271 ]

= P [−0.5647 ≤ Z ≤ 0.5647]

= P [Z ≤ 0.5647]− P [Z ≤ −0.5647]

= F (0.5647)− F (−0.5647)

= F (0.5647)− [1− F (0.5647)]

= 2× F (0.5647)− 1

= 2× (0.3410)− 1 .

Exemple 2. Une usine fabrique 400 lampes électriques à l’heure. on ad-
met que le nombre X de lampes défectueuses produites en une heure suit une loi
de Poisson de paramètre λ.

1. On suppose que λ = 15. Calculer P [x > 15].

2. Calculer cette même probabilité par son approximation par la loi normale.
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Solution:

1.

X  P(λ = 15) donc

P [X = k] = exp−λ×λk
k!

λ = 15 =⇒ P [X = 15] = exp−15×(15)k
k!

P [X > 15] = 1− P [X ≤ 15]

= 1− [P [X = 0] + P [X = 1] + ........+ P [X = 15]]

= 1− 0.568

= 0.432.

1. Comme λ = 15 > 10, alors on peut approximer loi de poisson par la loi
normale avec N(µ = λ = 15, σ =

√
λ =
√

15) donc,

P(λ) ≈ N(µ = λ, σ =
√
λ)

P [X > 15] = 1− P [X ≤ 15]

= 1− P [X−µσ ≤ 15−µ
σ ]

= 1− P [Z ≤ 15−15√
15

]

= 1− P [Z ≤ 0]

= 1− F (0).

d’aprés la table de la loi normale centrée réduite, on a F (0) = 0.5.

D’où P [X > 15] = 1− F (0) = 1− 0.5 = 0.5.

3 Lois dérivées de la loi normale:

3.1 Loi du Khi-deux (χ2):

Definition 3 .Soient X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes, cha-
cune étant distribuée selon une loi normale centrée réduite,

∀i,Xi N(0, 1)

la distribution de S = X2
1 +X2

2 + ...+X2
n est appelée loi de χ2à n degrés de

liberté (en abrégé d.d.l).
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Loi du χ2(n) : Notation: S  χ2
n.d.d.l .

Espéranace: E[χ2] = n.
Variance: V [χ2] = 2n.
Ecart-type: σ =

√
2n.

Remarque: Cette loi est tabulée à la manière de la loi normale.

Exemple 1. Déterminer le quantile d’ordre 0.975 de la loi du Khi-deux
avec 18 degrés de liberté. (c’est-à-dire trouver la constante C pour que

P [χ2 ≤ C] = 0.975).

Solution: 1− α = 0.975 =⇒ α = 0.025
Dans la table (loi khi-deux), le quantile se trouve à l’intersection de la ligne

n = 18 avec la colonne α = 0.025, on obtient la valeur 31.53

d’où C = χ2
18.d.d.l = 31.53.

Exemple 2. Trouver le quantile d’ordre 0.99 de khi-deux avec 15 degrés

de liberté. (c’est-à-dire trouver la constante C pour que P [χ2 ≤ C] = 0.99)
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Solution: 1− α = 0.99 =⇒ α = 0.01.
Dans la table ( table de la loi khi-deux), le quantile se trouve à l’intersection

de la ligne n = 15 avec la colonne α = 0.01, on obtient la valeur 30, 58.

D’où C = χ2
15.d.d.l = 30.58.

Exemple 3. Soit S  χ2
n=15.d.d.l

Calculer P [8.55 ≤ S ≤ 25].

Solution: P [8.55 ≤ S ≤ 25] = P [S ≤ 25] − P [S ≤ 8.55], on cherche les
valeurs de chaque probabilté en utilsant la table de la loi Khi-deux.

P [S ≤ 25] =0.95 d’aprés la table
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P [S ≤ 8.55] = 0.10 d’apré la table
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alors P [8.55 ≤ S ≤ 25] = P [S ≤ 25]− P [S ≤ 8.55] = 0.95− 0.10 = 0.85.

3.2 Loi de Student:

Definition 4 Soit la variable aléatoire U  N(0, 1) et V  χ2
n.d.d.l , U et V

étant indépendantes.

Soit: Tn = U√
V
n

alors Tn suit une loi de student à n degrés de liberté.

Loi de Student (Tn):

Notation: Tn  Tn.d.d.l

Espérance: E[T ] = 0 si n > 1.

Variance: V [T ] = n
n−2 si n > 2.

Ecart-type: σ =
√

n
n−2 .
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Exemple 1.

1. Trouver le quantile 0.20 avec 6 d.d.l. (c’est-à-dire trouver la constante C
pour que P [T ≤ C] = 0.20).

2. Trouver le quantile 0.025 avec 18 d.d.l. (c’est-à-dire trouver la constante
C pour que P [T ≤ C] = 0.025)

Solution:

1. Dans la table (loi de Student), le quantile se trouve à l’intersection de la
ligne n = 6 avec la colonne α = 0.20 (α désigne la probabilité)

on obtient la valeur 0.906

D’où C = T6.d.d.l = 0.906.

Dans la table (loi de student), le quantile se trouve à l’intersection de la ligne
n = 18 avec la colonne α = 0.025

on obtient la valeur 2.101.
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D’où T18.d.d.l = 2.101.

3.3 Loi de Fisher-Snedecor:

Definition 5 .Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de χ2respectivement à n et m degrés de liberté.

On dit que F =
U
n
V
m

suit une loi de Fisher-Snedecor à

{
n
m

}
degrés de

liberté.

loi de Fisher-snedecor:

Notation: F  F(n,m).d.d.l .

Espérance: E[F ] = m
m−2 si m > 2.

Variance: V [F ] = 2m2(n+m−2)
n(m−2)2(m−4) si m > 4.
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