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0.1 Approximation interne de I'.V.E du pre-
mier genre

Probléme continu
considérons notre probléme

Trouver u € K telle que (1.1)
a(u,v —u) > (f,v—u), Ywe K '

L’approximation par élément finis de la solution de I'l.V (1.1) peut étre
décrite comme suite:

Soient données: un parameétre h — 0 et une famille {V},}, de sous espace de
dimension finis dans V.

Soit aussi une famille {K}}, de sous ensembles fermés convexes non vides
de V
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tel que Ky, C Vj, et N K, C K et qui vérifie

1. Siw, € Kj Vh et {vy}, est bornée dans V. Alors la limite faible de
vp € K

2.dFECV, E=Ketr,: F— Kj tels que Aiil%)rhv = v fortement dans V.

Theorem 1 L’approzimation du probléme (1.1) est alors

Trouver up € Ky, (1.2)
a(uh, Vp — uh) > <f, Vp — uh> s V’Uh S Kh )
Theorem 2 Le probléme (1.2) admet une unique solution.

Proof. Méme démonstration du théoréme 1.1(voir le chapitre précédent) en
remplacant V parVj et K parK;, . m

Résultat de convergence

Theorem 3 Sous les hypothéses ci dessus sur K et Ky, on a

lim [l = 0.
Proof. (Voir le polycope) m

0.1.1 Estimation d’erreur

Theorem 4 Sous les hypothéses données sur K et Ky, il existe une constante
C > 0 indépendante

de h et de u telle que:

N

lu—unlly < C( inf {HU-WHHCL(%%—U)—<f7vh—U>\
v €Kp

inf {Ja(u, v~ un) = (f0 =)l * })

} 1.3)

Proof. De (1.1) et (1.2), on a:

a(u,u) < a(u,v) — (f,v —u)

a(up,un) < alup,vp) = (f,on —un) , Yo, € Ky,

En utilisant ces relations, la V —ellipticité de la forme bilinéaire, on obtient
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Vv € K, et Yo, € K,

oz||u—uhH%/ < alu—up,u —up)

< a(u,u) + alup, up) — alu, up) — alup, u)
= a(u,v —up) + alup,vp —u) — {(fyv —up) — (f,vn — u)
= a(u,v—up) — (f,v—up) +alu,vp, —u) — {f,vnp —u) +
a(up — u, vy — w)
On a
a(up, —u,vp —u) < M [lup —ull [lon — uf| (")

Par appication de l'inéggalité de Young a (*) on obtient,

2

M
a(uh — U, Vp — u) < % Huh - u||%/ + 2 ||Uh - U||%/

Donc,
allu—unly < la(u,v—up) = (f,0 = un)] + a(u, vn — u) = (f,vn — u)] +

2

o s M 2
P =l 2 o —

Par conséquent,
1
lu=wunlly < € Cinf {llu—vull+ la(u,on = u) = (o0 = w)|* } +
v EKp

inf {|a(u7v—uh) - <f,71—uh>|%})

veK

0.2 Approximation d’inéquation variationnelle du
second genre

0.2.1 Probléme continu

Trouver u € V solution de
a(u,v—u)+j) —jlu) > (fiv—u), YweV
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0.2.2 Probléme approché(discret)
0.2.3 Approximation de V

Soient une parameétre h — 0 et une famille {V}, }, de sous espaces de dimensions
finis dans V.
Nous supposons que {V},}, satisfait:

JE C Vtelque E=VetVh>0 3r,:E — V, tel que

limrpv = o fortement dans V.
h—0

Approximation de (2.1)
L’analogue discret du probléme (2.1) est alors

Trouver uy € Vj, solution de

a(uh,vh — uh) +j(vh) —j(uh) > <f, Vp — uh> , Yo, €V (22)

Theorem 5 Le probléme (2.2) admet une unique solution.
Proof. La démonstration est immédiate en remplacant V par Vy, dans le théoréme
1.1. m

Résultat de convergence

Theorem 6 Sous [’ypothése ci-dessus de Vi, , on a
Jimn [l — | =0

Proof. Voir le polycope.

Theorem 7 Il existe une constante C > 0 indépendanté de h, telle que

=

Ju—unlly < € (inf {ju—vall + lalu, vn = w) + 3(on) = 3(w) = {£,on = u)

j

(1.3)
n
. 1)
vlrel‘f/ {|a(u,v —up) — (f,v — uh>|%})

Proof. Soit v = u; dans (1.1) et en ajoutant le résultat sur 'LV (1.2, on
obtient,

a(u, vy, —u) + alup, vy, —u) +j5(vy) —j(uw) > (fyop —uw), Yo, €V

En utilisant la relation de V ellipticité de af(.,.),
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N

a||u—uh||%, a(u — up,u — up)

= —au,up, —u) — a(up, v —up)
= —a(u,up —u) — alup,u— vy + vy — up)
= —alu,up —u) — a(up, vp—up) + alu, vy — u)

M |lun = ul [lon = ull + a(u, vp —u) + j(vn) = 5(w) = {f, 00 = w)
2

« M . .
& un — lly + S llon — ll} + (e — w) + 5on) - ()

7<f7lvh7u>

On conclut dans ce cas que

lu=unly < € inf {llu=vall + lauvn —w) + j(on) = ju) = (fon —w|*} +

vr €V

inf {Ja(u, — un) — (0~ un)] )

veV

inf {|a(u,v —up) — {f,v —Uh>|%})

veV

0.3 Approximation par la méthode des éléments
finis pour
les inéquations variationnelles elliptique du

second ordre

0.3.1 Le probléme continu
Soit
V =Hj(Q) ={veH (Q)/v/T =0}
Avec:
a(u,v) = /Vqudx, Yu,v €V
Q
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() = [ fodo
Q

Concernant I’obstacle
Y eH ()NC(Q) et /T <0
L’essemble convexe est définit par
K ={veH;(Q)/v>1ppdans Q}
La formulation variationnelle faible est donnée par

Trouver u € K tel que
alu,v—u) > (fv—u), Yvek

Theorem 8 Le probléme (3.1) admet une solution unique

Proof. la preuvé déttaillée dans le polycope (& voir) m

Régularité de la solution

Theorem 9 Soit Q un ouvert borné de IR? de frontiére suffisamment réguliére
St

<f,v>:/fvda: avec fe€ LY (Q), 1<P< oo
Q

et
e WP ()
Alors la solution du probléme de I'obstacle (3.1) est dans W27 (Q)

Proof. La démonstration se trouve dans les travaux de Brezis et Stampacchia.

Theorem 10 Si T' est assez réguliere, si v = 0 et si (f,v) = /fvda: avec

Q
f € L%(), alors la solution

[
du probleme (3.1) satisfait

we KNH*(Q), [Aull 2@ < 122

Proof. La démonstration détaillée dans le polycope. m
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0.3.2 Inéquation variationnelle discréte

Nous allons maintenant introduire le probléme discret et effectuer une étude

similaire & celle entreprise précédemment pour le probléme continu. Toutes

les démonstrations qui ne sont pas données explicitement sont exactement les

mémes que dans le cas continu. Et pour insister sur la symétrie de ’étude, nous

suivrons exactement la méme démarche qu’au cas continu. Avant de passer &

ces demarches, on va donner quelques résultats et défintions pour fixer les idées.
Quelques résultats et défintions

Definition 11 Un n-simpleze K de R™ est un sous-ensemble fermée de n + 1
points (Ms)1<s<n+1, qui appelées sommets de K.

les sommets ou noeuds du maillage 7 sont les sommets des n-simplexes
(Ks)1<s<n+1, qui le composant. Par convention, le paramétre h désigne le
maximum des diamétres des n-simplexes (K)1<s<n+1-

h= diam(K
Igneafh( iam(K))

Definition 12 Un maillage régulier est un maillage dont tous les éléments sont
réguliers (équilatéraus lorsqu’il s’agit de triangles), en outre soit ™", h > 0 une
famille de maillage de 2. On dit qu’il s’agit d’une famille de maillage réguliers
Si:

1- h qui est définie précédemment tend vers zéro.

2- Il existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout (Ks)1< s <m(n)

dans ™™,

h
p(Ks)

ot p(Ky), définie comme étant le diamétre de la plus grande boule contenue dans
K.

<C.

Definition 13 On dit que le domaine 2 est polyédrique si Q est une réunion
finie de polyédres de R™, ou Q désigne l'adhérence du domaine 2.

Remark 14 Rappelons qu’un polyédre est une intersection fnie de demi-espaces
de R™ et que les parties de son bord qui appartiennent a un seul hyperplan sont
appelées les faces.

Definition 15 Soit Q) un ouvert polyédrique de R™. Un maillage triangulaire
ou une triangulation de Q0 est un ensemble 7" de n-simplexes (Ks)1< s <m(n)
qui vérifient:

1. K, eQetQ=U""EK,.

2. L’intersection K; N K; de deux n-simplexes distincts est un n-simplexe,
dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et K;.
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Definition 16 On dit que la famille ™" est quasi-uniforme s’il existe une con-
stante c telle que

Vh, VK, € ", hi > ch.

Definition 17 On dit que les espaces Vi, h > 0 forment une approrimation
interne (on parle aussi d’approximation conforme de V') si :

1. Pour tout h >0, V;, C V.

2. Pour tout v € V il existe vy, € V}, tel que :

lv—wvp |lb— 0 quand h — 0.

Il est également souhaitable que cet espace V}, soit facile a construire, on
pourra choisir un espace formé de polynémes ou des fonctions polyndéminales
par morceaux, etc. On établit sur Q une triangulation 7" de triangles K, et soit
p le polynome de degré 1 défini sur K par P; :

Py ={p:p(z,y) = az + by + c; (a,b,c) € R*}.

L’introduction de polynémes de degré supérieur n’a pas été envisagée dans
la mesure ot les propriétés de régularité rencontrées ne semblent pas permettre
d’entirer partie.

0.3.3 Discrétisation

Dans cette section, on va introduire la discrétisation des 1.V, par les élements
finis afin d’étudier leur convergence et leur approximation qui sera necessaire
plus tard. Nous voulons construire un sous-espace V}, de type éléments finis
triangulaires.

On établit sur © une triangulation réguliere, quasi-uniforme 7" de €, et
considérons 'espace V}, d’éléments finis conformes

Vi ={w € C(Q) nv/ vy kg € P1, VK € Th}. (3.1.1)

Soit Mg, s = 1,2,...... ,m(h) les sommets de la famille de triangulation 7"
qui n’appartiennent pas a 9).
Nous notons par ¢,, s = 1,2, ...... ,m(h) les fonctions de bases usuelles tel

que @4 (M;) = d4, (65 symbole de Kronecker).

Remark 18 dim(V}) < oo donc, il existe une base telle que pg, s = 1,2, ...... ,m(h)
les fonctions de base.
Soit aussi rp,, I'opérateur d’interpolation défini par : Vv € C(Q) NV

m(h)
THU = Z v(My)p,(z,y). (3.1.2)

s=1
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Rappelons maintenant quelques propriétés élémentaires de ce type d’approximation

m(h)
ps(z,y) >0, V1 <s<m(h) et Z p, =1 (3.1.3)
s=1
et
[ mhu —rhv lo@ <l u—vllc@) (3.1.4)

L’ordre sur Vj, sera celui induit par R™(")

0.3.4 Probléme discret

Considérons le probléme discret associé au probléme (3.1)

Trouver up € K}, solution de (3.2)
G,(U,}L,’U}L - uh) Z (f7 UVp — uh)a vrUh S Kh7 '
ou
K, = {Uh eV / vp < rptp dans Th} ) (3.3)

Existence et unicité de la solution discréte

Theorem 19 Sous les notations et les hypothéses précédentes, le probléeme (3.2)
admet une solution unique.

Proof. Simillaire au cas continue. ®
Caracterisation de la solution discréte d’ I.V comme enveloppe des
sous-solutions discréte

Definition 20 Soit X}, l'ensemble des sous-solutions pour 'LV discréte, c’est-
a-dire ’ensemble des Zp, € Vi, telles que :

G(Zh,(ps) < (fa 905)7v Ys € Kh? s = 1’m(h)
Zh S Thwa Ps Z 0.

Theorem 21 Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution discréte
up, de 'LV discréte est le plus grand élément de Xj,.

Proof. Simillaire au cas continue. m

Propriétés de monotonie de la solution discréte

On notera par up, = 9,(f) la solution du probléme discret(3.2) par rapport le
second membre f.

Proposition 22 Sous les notations et hypothéses précédentes.

Si f1 < fa alors On(f1) < On(f2).
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Proof. La démonstration est simillaire au cas continue. m
On notera par up = op () la solution du probléme discret (3.2) par rap-
port 'obstacle 1.

Proposition 23 Sous les notations et les hypothéses précédentes.

Si )y < )y alors op(rpyy) < op(rpds) -

Proof. La démonstration est simillaire & celle du cas continu. =
On notera par up, = O(f,rrt) la solution du probléme discret (??) par
rapport le second membre f et I'obstacle rp.

Proposition 24 Sous les notations et hypothéses précédentes.

St f1 < fa et ¥y <y alors Op(f1,7001) < On(f2, Th1s).

Proof. La démonstration est simillairea celle du cas continu.
[

On note 9y (f +apa) (resp. In(f)) la solution discréte par rapport au second
membre f + apa (resp. f).

Proposition 25 Pour tout a >0 on a: Oh(f + apa) < Oh(f) + a.

Proof. La démonstration est simillaire & celle du cas continu. =

Propriétés de Lipschitizianité de la solution discréte

Proposition 26 Soient 0, (f1) et On(f2) les solutions discrétes par rapport aux
seconds membre f1 et fo respectivement. On a :

| On(f1) — On(f2) o< @ || f1 — f2 |Jocs @ > 0.
Proof. La démonstration est simillaire & celle du cas continu. =

Proposition 27 Soient o (1)) et on(1py) les solutions discrétes par rapport
aux l'obstacles 1, et 1, respectivement. Alors,

| on(1) = on(s) [Le<|| 1 — g ||

Proof. La démonstration est simillaire a celle du cas continu.

Proposition 28 L’application op,(.) est concave et pour o > 0, on a :

on(th +a) =on(y) + o

Proof. La démonstration est simillaire o celle cas continu. ®
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0.3.5 Reégularité de la solution discreéte

Comme dans le cas continu, la régularité de la solution discréte se démontre par
le théoréme suivant.

Theorem 29 [?/Il existe une constante ¢ indépendante de h telle que

| alun, @) [< | g HLl(Q), Vog,s=1,2,..... ;m(h)

Approximation par élément finis

Supposons par la suite que € est un domaine polygonal de I R?, considérons une
famille de triangulation classique 74 de Q.i.e

Th, est un ensemble fini de triangles 7' vérifiant les conditions connues(Voir
le cours élément finis ou le polycope)

Vi ={v, €C°(Q),v,/T € P, VT €71}

Kn=KnV, ={v, € Vi, (P) > (P)}

Pour plus de détail voir le polycope

Proposition 30 K; est un sous ensemble convexe fermé non vide de Vj,.

Probléme discret Le probléme de I'obstacle discret est défin par

(3.2)

Trouver u, € K, tel que
a(un,vn —un) > (f,vn —un), Vo, € Kj

Proposition 31 Le probléme (3.1) a une unique solution.

Résultat de convergence

Theorem 32 Pour une famille de triangulation réguliére, et sous les supposi-
tions précédente
Lim flu = unll gy ) = 0

Ot u et up, sont les solutions de (3.1) et (3.2) respectivement.
Proof. Voir le polycope m

Estimation d’erreur

Theorem 33 Soit Q un domaine plygonal, soit Ty, une famille de triangulation
réguliére.

Alors il esiste une constante C' > 0 indépendante de h tel que:
[l — unlly, < Ch

Proof. Démonstration détaillée dans le polycope. m
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0.4 Extention du travail

Soit © un ouvert borné de R™ a frontiére réguliére 052 .
Pour u,v € V, on pose la forme bilinéaire :

Ou Ov ou
a(u,v) :/Q Z ai,j(x)%% + Z aj(m)%v + ag(z)uv | dz,
i O

1<i,j<n 1<j<n J
(4.1)
qui est une forme bilinéaire associée a opérateur A défini par
0 0 0
A=— —(a; j=— — , 4.2
Z a’l}j (CL 2] dz; )+ Z a; axj +ao ( )

1<i,j<n 1<j<n

avec les coefficients a; j(x), a;(x) et ag(x) sont suffisamment réguliers
et ap(x) satisfait

ap(z) > B >0 ,Vz €, (4.3)

on suppose que la forme bilinéaire est continue

M >0z a(u,w) < M u vl vy, (4.4)

et fortement coercive

Ja>0:a(v,0) > alv]|?, (4.5)

de plus, on considére le second membre f telle que :

fel®Q), f>0, (4.6)
et un obstacle
Y€ WP (Q) telle que i >0 sur O, (4.7
on pose
K={veV /v<% dans Q}. (4.8)

Hypothése du principe du maximum discret (p.m.d)

Definition 34 Soit A une matrice carré telle que ass > 0 et ajs < 0 pourl # s.
On dit que A est une M-matrice si A~ existe et ses éléments sont tous non
négatifs.
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0.4.1 Estimation d’erreur

Theorem 35 Sous les notations et les hypothéses (4.1)-(4.8) et le (p.m.d), il
existe une constante c indépendante de h telle que

| w—up ||Le@)< ch? | log h \2 .
Idée de la démonstration
Premiére partie :
Construction d’une fonction discréte «, proche de u qui vérifie :

ap <up et |lu—ap ||~ <ch?|loghl?.

Deuxiéme partie :
Construction d’'une fonction discréte 5, proche de uw qui verifie :

up < B, et Il w— B = §ch2|logh|2,
la démonstration du théoréme est alors

| u—up [|Le@)< 2 lu—an |z + || u=B4 [ + | an=B4 L=< ch® [logh [*.



