1 Les inéquations variationnelles dans /RY

Plusieurs problémes de ’analyse non linéaires peuvent étre résolue par I’application
du théoréme de point fixe.
Soit F' une application de I’ensemble A dans lui méme.

F:A— A

Le point & € A est dit point fixe de F si F (x) = x.

Definition 1 L’application F : S — S (S est un espace normé) est une appli-
cation contractante si

[F(z) - F)l <allz—yl, zyes (0.1)
Nous commencons par le théoréme d’application contractante.

Theorem 2 Soit F' : S — S une application contractante, alors il existe un
point fixe unique de F.

1.1 Caractérisation de la projection sur ’ensemble con-
vexe.

Dans cette partie, nous considérons la projection sur ’ensemble convexe K dans
I’espace de Hilbert V.

Lemma 3 Soit K un sous ensemble convezre fermé de l’espace de Hilbert V.
Alors Vx € V, il existe un unique y € K tq

—y|l = inf ||z — 0.2
|z -yl nngllw ull (0.2)

Remark 4 Le point y € K satisfaisant (0.2) est dit la projection de x sur K,
et mous écrivons:
Yy = PK x

Theorem 5 Soit K un sous ensemble convexe fermé de V.Alors y = Pk x si
et seulement si

yeK:(y—mzn—y) (0.3)

Corollary 6 Soit K un sous ensemble conveze fermé non vide de V,alors I opérateur
Py vérifie:
[Pz — Pyl < [lz—yll, Vz,yeV (0.4)

Corollary 7 Soit K C IRN un conveze et soit
F:K — (IRNY
continue. Alors pour x € K,

(F(z),y—x) >0, Yy e K (0.5)



1.2 Inéquation Variationnelle

Nous considérons le probléme suivant:
Probléme 0.1
Soit K un convexe fermé dans IRY et F:— (IRY) continue, trouver

z € K, (F(x),y—z)>0, Yy € K (0.6)
Soit Kr = KNY.g, ol ¥ est la boule fermé de rayon R et de centre 0 € IRN

Retournons & notre F', nous notons qu’il existe xg € K tel que:
(F (zRr),y—2xRr) >0, Yy € Kg (0.7)
Soit K # &, nous avons alors le théoréme suivant:

Theorem 8 Soit K C IRN un convexe fermé non vide et F:K — (IRN)" une
application continue.

La condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une solution du prob-
leme (0.6) est I’existence
d’une constante R > 0 telle que la solution z € Kg de (0.7) satisfait

lzr| < R (0.8)
Theorem 9 Corollary 10 Soit F:K — (IRN), satisfaisant:

(F' () = F (20))

+o00 0.9
|z — o] (0-9)

quand |z| — oo
Pour zy € K. Alors il existe une solution du probleme(0.6).

Remark 11 Généralement, la solution de linéquation variationnelle n’est pas
unique.

Cependant nous avons une condition trés naturelle qui
assure 'unicité
Supposons que z,x € K sont deux solutions distinctes du probléme 0.6.
Alors

z € K;(F(z),y—x)>0, yek
= K;<F(ml),y—x/>20, ye K

’ EEN . ’ .
Alors, posons y = = dans la premiére inéquation,
y = x dans la seconde, et additionnons les deux, nous

<F(1:)7F(:v/>,zfx/>§0

obtenons :



Alors la condition naturelle pour 'unicité est que:
<F(x)fF(z),:Ef:c/> > 0 (0.10)
w7 € K, xz#z (1)
Definition 12 La condition (0.9) du corollaire 0.2 est une condition de coer-
civité.

Definition 13 Par analogie avec (0.10), nous disons que lapplication

’

F:K — (IRN)
est monotone si
<F(x) —F (1‘,) T —x/> >0, Vm,w/ eK

est dite strictement monotone si I'inégalité est maintenue. seulement quand
x =z tel que quand la condition (0.10) est valide.
Dans le cas d’une application strictement monotone nous avons:

Proposition 14 Soit
F: K, — (IRV)

une application continue strictement monotone de sous ensemble convexe
K, C IRN.

Soit K C Kj est un convexe. Supposons qu’il existe des solutions des
problémes

zj € Kj; (F(zj),y—=z;) 20 pouryeK;, j=1,2
(i) Si F (x2) =0, alors 21 =

(ii) Si F (z2) # 0, alors x; # w2, alors 'hyperplan (F (x2),y —x2) = 0
sépare r1 de Ks.

Soit f € CY(K), K C IRY, un sous ensemble convexe et soit F (z) =
grad f (x) .

Proposition 15 Supposons qu’il existe x € K tel que:
J ) =M [(y)
alors x est solution d’I.V
xeK:(F(z),y—z) >0, Vyek

Proof. Siy € K, alors z =z +t(y—x) € K pour 0 <t < 1, cependant la
fonction ¢ (t) = f(z+t(y—x)),0<t <1
atteint son minimum quand ¢ = 0.Par conséquent:
0 < ¢ (0)=(grad f(z),y—x)
= (F(2),y—x)

L’inverse est vraie si f est convexe.



Proposition 16 Supposons que [ est convexe et x satisfait
xeK: (F(z),y—z) >0, Yye K

[
Alors

fx) = Min f(y)

yeK

Proof. En effet, f est convexe,
f) = f@)+(F(),y—=z) >0, Vye K
Mais (F (z),y—) >0, alors
fy) > f(z)

2 Les inéquations variationnelles dans ’espace
de Hilbert

1. Forme bilinéaire

Plusieurs questions interessnates dans la théorie d’I.V peuvent étre formulé
en terme de forme bilinéaire dans les espaces de Hilbert.

Cette théorie est une généralisation de la théorie variationnelle des problémes
aux limites pour les équations elliptique.

Soit V un espace de Hilbert, et on note par V' son dual, nous notons(.,.) le
produit scalaire sur V', et de sa norme ||.| .

Soit @ (u,v) une forme bilinéaire sur Vie a:V x V — IR, elle est continue
et bilinéaire pour toute variable wu, v.

L’application linéaire continue A : V — V' détermine la forme bilinéaire
suivant la relation suivante:

a(u,v) = (Au,v) (1.1)

Definition 17 La forme bilinéaire a (u,v) est coercive sur V, s’il existe une
constante o > 0 tel que
2
a(v,v) = a|lvlly, (1.2)

La forme bilinéaire a (u,v) est coercive si et seulement si 'application A
définie par (1.1) est coercive.

Probléme 1.2 Soit K C V un convexe fermé non vide, et f € V' :

Trouver v € K tel que:
a(u,v—u) > {(fiv—u)y, WYwekK



2.1 Existence de la solution

Theorem 18 Soit a (u,v) une forme bilinéaire coercive sur V, K C V un sous
ensemble convexe fermé non vide de V.

Alors il existe une unique du probléme 1.3. De plus 'application f — wu est
lipschitzienne, tel que si uy, us sont solutions
du probléme 1.3 correspondant & f1, fo € V', alors:

for = wally < (£) W = 2l 1)

Démontrons maintenant ’existence de la solution u.

Existence FEn premier supposons que a (u,v) est symétrique, et définissons
la fonctionnelle
I(w)=a(u,u)—2(fiu)y, weV

Soit d = i?(fl (u) . Soit aussi u, une suite de minimisation de I dans K telle

que {unEK:d<I(un)<d+<rlL>}

Appliquant la loi de parallelograme, nous remarquons que
2
(07 ||un - um” S a (un - um)

21 (un) + 21 () — AT (; (t + um)>
2[(2)+ ()

{fun) + 4 f ) —8<f, ! +um)> 0.

IN

Nous avons utilisé

La suite {u,} est de cauchy, et I’ensemble convexe fermé K contient un

élément wu, tel que u,, — u dans V'
et I(up)— I(u).Alors I (u) =d.
Maintenant Vv € K, u+c(v —u) € K, 0 <e <1, et le fait que

Implique,

Ou bien,

2¢a (u,v —u) +%a (v —u,v —u) — 2 (f,v—u) >0



est vérifiee Ve, 0<e < 1.

Prenons € = 0, aprés simplification nous remarquons que u est solution du
probléme 1.2, c.a.d

a(u,v—u) > (f,v—u)

D’ou l'existence d’une solution.

Unicité

Nous introduisons maintenant le cas général.

Introduisons la forme bilinéaire coercive:

at (u,v) = ag (u,v) + tb (u,v), 0<t<1
O,

ap (u,v) = = (a(u,v) + a(v,u))

ol Y-

b(u,v) = 5 (a’ (ua ’U) —a (Uau))

sont des parties symétrique et antisymétrique de a (.,.).
Observons que a1 (u,v) = a (u,v) et que a; (u,v) est coercive avec la méme
constante o.

Lemma 19 Si le probléme 1.2 est résolu pour a, (u,v) pour tout f € Vl, alors

il est solvable pour ay (u,v) pour tout f € V'

ouT<t<T+tg, t0<%,et

b
M = sup [b(u, v)| < 400
[[ull ]
Proof. On définit application
T:V =K

Par v=Tw si
u€ K:ar(u,v—u) > (F,v—u)
O,
<Ft,’U>:<f,’l]>—(t—L)b(w,’U), TStST+tO

Par hypothése, T' est bien définie.
Soit u; = Twy et ug = Twe, en appliquant(2.1), nous avons:

1
s —wslly < () (t = 7) M [lwr — wa

o
1
S — t0M||w17w2H
o
Avec
toM
2 <
«



Donc T est une application contractante, et admet un point fixe unique.

Pour ce cas (u = w),

u € K:iag(u,v—u)>{(fiv—u), Yve K

Vi, 7 < t<T1+1.

Pour completer la preuve du théoréme, il suffit d’observer que le probléme

1.2 peut étre résolue
pour ag(u,v) qui est symétrique. Appliquant alors le lemme 2.2 pour ¢ = 1.

Definition 20 Soit L un opérateur définit par:
L:H}(Q) — H'(Q)

donné par:
(Lu,v) =a(u,v), uve H(Q)

On prend

Lu=— (;ﬁ) (a; jus,) € HH(Q)

a; ; n’est pas necessairement symétrique. Par le téoréme 2.1 nous déduisons

que le probléme de Dirichlet
pour L admet une unique solution.
La fonction v € H* () est une sur-solution & L si

a(u,&) >0, Ve&€ HY(Q), avecé>0.

2.2 Probléme d’obstacle ; Premiére proriété

Dans cette section, nous considérons le probleme d’obstacle pour 'opérateur de

Laplace.
Nous commengons par le cas général.
En premier soit Q C IR un ouver borné avec une frontiére réguliére, et

soit a;; € L™ () satisfaisant:
1
B

et on définit aussi

€ <aij(2)&¢ <pE,  pour E€IRN, B>1 (3.1)

L:H}(Q) - H Q)

par
(Lu,v) = a (u,0), u,v € HY (2)

Rappelons que si a;; € C 1 (ﬁ) ,alors

Lu(x) = — (;ﬁ) (ai jus),  ueC? (@)



est une équation elliptique dans le sens classique. considérons maintenant
une fonction ¢ € H! () qui satisfait ¢ < 0 sur 99,
On définit

Ky=K={veH)(Q):v>1sur Qdans H' (Q)}

Probléme 3.1
Soit f € H™1 (), trouver

ueK

{ a(wv—u)=(fio-u), Vvek (3.3)

Theorem 21 Le probléme (3.3) admet une unige solution.
Proof. La preuve est immédiate du théoréme 2.1, puisque (3.1) implique que:

1
002 (3) Pl

Ce qui confirme que a (u, v) est coercive. Notons que 'orsque a; ; = a; 4, la
solution du probléme (3.3)
est une solution du probléme de minimisation suivant:

min {a (v,v) — 2 (f,v)}

veK

Nous donnons maintenant quelques caractérisation de notre solution.
Definition 22 On dit que g € H* (Q) est une sur solution de L — f si
(Lg— f)=a(g,6) = (£,€) >0, pour 0 <€ Hy ()
En particulier la solution « du probléme (3.3) est une sur solution.

Theorem 23 Soit u une solution du probléeme 3.3, et supposons que g est une
sur soltion de L — f satisfaisant g > ¢ dans 2.

Proof. Nous posons £ = min(u,g) € K, puisque g > ¢ dans Q, et g > ¢ dans
Q, et g > 0 sur 012, alors

a(uaé‘*u) Z <fa€7u>

Maintenant
€& —u=min(u,g) —u <0 dans Q
alors,
a(gvg_u) < <fa£_u>
Do,

a(g—u,§—u) <0



Explicitement, en utilisant la définition de &,

Ty

0 = alg-ug-u)= [ay(g-u), € ), do
Q

V

1
c-uwe-w) > (5)lo-ulige

D’ou,
ce qui donne

C.QF.D
Corollary 24 Soit u une solution du probléeme 8.3 pour f = 0, et on suppose
que

Y < M dans Q ou M > 0,

[
alors
u < M dans Q

Pour prouver cette inégalité, il suffit de choisir
g = M dans Q

dans le théoréme 3.2.

3 Inéquations variationnelles pour les opérateurs
monotones.

Soit K C V un ensemble convexe fermé.
Definition 25 L’application A : K — V' est dite monotone si
(Au— Av,u—v) >0, Vu,ve K (4.1)
L’application monotone A est dite strictement monotone si
(Au — Av,u —v) =0 implique u = v (4.2)

Definition 26 L’application A : K — V' est continue dans un sous espace de
dimension finie si pour tout M C 'V



(M est un sous espace de dimension finie). La restriction de A/K N M est
dit faiblement continue, si )
A:KNM -V

est faiblement continue.
Definition 27 A est coercive sur K s’il eiste un element ¢ € K tel que
(Au—Ap,u—¢) /lu—p| — +oo (4-3)
quand |lu]| — oo, Yue K

Theorem 28 Soit K un sous ensemble convexe de V et soit A : K — V'
monotone et continue

dans un sous espace fermé de dimension finie, alors il existe une solution
ue K: (Au,v—u) >0, Yoe K (4.4)

Notons que si A est strictement monotone, la solution u de l'inéquation
variationnelle(4.4) est unique.

Lemma 29 Soit K un conveze fermé deV et soit A: K — V' une application
monotone et continue

dans un sous espace de dimension finie. Alors u satisfait
ue K : (Au,v—u) >0, YWwe K (4.5)

we
si et seulement si

ue K :(Av,v—u) >0, YovekK (4.6)
Proof. En premier, montrons que (4.5) implique (4.6). Par la propriété de
monotonie de A,
0 < (Av— Au,v —u) = (Av,v —u) — (Au,v —u), VYu,ve K
Alors u € K :
0 < (Au,v —u) > (Av,v —u), Yo e K

Nous montrons maintenant que (4.6) implique (4.5).

Soit we K,et posons pour 0 <t <1, v =u+t(w—u) € K, puisque K est
convexe. Alors par (4.6) pour ¢t > 0,

(Alu+t(w—u),t(w—u) >0, VYweK.

Mais (A(u+t(w —u), (w—u) >0,

Puisque A est faiblemet continue sur I'intersection de K avec un sous espace
de

dimension finie, nous obtenons 'orsque ¢ — 0,

uwe€ K : (Au,w—u) >0, VYweK

C.QFD
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4 Inéquations variationnelles elliptiques

I) Introduction

Nous donnons dans cette section quelques définitions concernant les inéqua-
tions variationnelles elliptiques:

Trouver u solution du probléme d’obstacle suivant:Trouver u solution du
probléme d’obstacle suivant:

Au < f dans Q
u < 9 dans
(Au— f)(u—1v) =0 dans Q

+conditions au limites

(5.1)

Dans la modélisation est une inéquation variationnelle simple.

Q) est un ouver polygonal de I R? a frontiére I' réguliére (C! par morceau), 1 €
W2 (Q) tel que ¢ > 0 sur I

Ce probléme se caractérise par une zone ol 1’équation Au = f est satisfaite
et une zone ou u touche

I'obstacle, la ligne de séparation est appelée frontiere libre étant une incon-
nue.

De trés nombreux phénomeéne physiques mécaniques, économiques..... sont
modélisable par (5.1).

4.1 Cas coercif

5 Notations et Hypothéses

Soit Q un ouvert borné de R™ , n > 1 4 une frontiére suffisamment réguliere 0f2.
Pour u,v € V (V. =H'(Q) ouV = Hj (2)).On considere la forme bilinéaire
suivante :

n au av n
a(u,v)—/Q Z ai; () oz, 8% iz::al (x)uv | do 5.2

ij=1
Cette forme bilinéaire est associée a un opérateur elliptique A qui est défini

par :

-y 8 Zal

,j=1

(z) v 5.3

Les coeflicients a;;, a;, ag sont suffsamment réguliers vérifiant les conditions
suivantes:

n

> i (@) 68 > alf szeQEER,a>0 5.4

1,j=1

11



aop () > B >0 5.5

Soit f un second membre tel que:

FEL®(Q)et f>0 5.6

On suppose que la forme bilinéaire a(.,.) est continue :

Vu,v € V;3C > 0: a(u,v) < Clully [|v], 5.7

Et coercive :

Yo € V;3a > 0: alv,v) 204||11H%, 5.8

Soit 1) un obstacle tel que :

P € W2(Q) tel que 1 > 0 sur 0N 5.9

6 Position du probléme continu

Sous les hypothéses et les notations précédentes on peut considérer le probléme
d’inéquation ()variationnelle elliptique & une frontiére libre comme suit :

Trouver u € Ky tel que :
a(u,v—u) > (f,v—u) ,Yv € K, 6.1
U<y ,v<9Y

Ou K, est le sous-ensemble convexe fermé de H' () qui est défini par :
Ky={veH" (Q) \ v=yg dans 9Q et v < ¢ dans Q} 6.2

Autres formulation d’inéquation variationnelle

On peut donner deux autres formulations du probleme (6.1) & savoir la
formulation forte et faible.

Formulation forte (5.10) est équivalente a:

{ Trouver u € H} (Q) tel que: (63)
( :

Au— fo—u) >0, Yoe H}(Q)
En effet, prenons

12



On déduit que

Au—f <0 dans )
La formulation forte est alors

Au—f<0, u—-9<0
(Au— f)(u—1) =0 dans Q (6.4)
u € Hi ()
Pour vérifier (5.13), on prend dans (5.12) v = 1), on obtient

(Au— )Y —u) =20

Comme
Au—f<0 et v—u>0
Alors
(AU—fﬂP—U)SO
Donc

(Auffaflpfu) =0
La formulation faible: Si u € H} (Q) vérifie(6.1), on a

a(v,v —u) = (f,v —u) (6.5)
En effet,
a(v,v—u) — (f,v—u) =alu,v —u) — (f,v—u) +alv —u,v —u)

Réciproquement, si u € H} () vérifie (6.4) alors u vérifie (6.1)
En effet, si w est un élément quelconque dans K, on peut prendre dans (6.4)

v=(1-w+&u, £€10,1]
Donc on a,
(1—8a((1l—&w+uyw—1u) > (fiv—u)

En faisant tendre £ vers 1, on obtientL’existence et 'unicité de la solution
continue

13



6.1 Théoréme de Stampacchia

Theorem 30 ([cf.12]) Sous les hypothéses et les notations précédentes, il existe
une solution unique u du probléme 6.1

Proof. L'unicité
( On va utiliser le raisonnement par ’absurde )
Soient ujet us deux solutions différentes du probléme 6.1,
Alors nous avons:

a(u,v—w) > (fiv—w),Yv € K, (%)

a(uz,v —uz) > (f,v—ug),Yv € K, (Fk)
Posons v = ug dans I'inéquation (%) on trouve :
a(ur,ug —u1) > (f,u2 —u1)
Donc,
—a(u, w1 —u2) > — (f,u1 — u2)

D’ou
a(up,up —ug) < (f,u1 — ug) D

Posons v = u; dans I'inéquation (%) on obtient:

a(ug,ur —ug) > (f,u1 — u2)

Donc
a(uz,uz —u1) < (f,ug —u1)

D’ou
—a (ug,uy —uz) < — (f,u1 — ug) (IT)

En additionnant les deux inéquations (I) et (II) ;nous obtenons:
a(uy —ug,u; —u2) <0
D’autre part et d’apres la coercivité de la forme bilinéaire a (.,.) :

0< allur —usgl?® < a(ug —ug,ug —ug) <0.

Donc
2
[ur — uzl|” =0
D’ou :
U = U2
Alors, le probléme 6.1 admet une solution continue unique .

L’existence : (L’idée est de transformer le probléme 6.1 en un prob-
léme de point fixe )

14



Sachant que :
a(u,v—u)=(Au,v—u) NMveK,
Le probléme 6.1 est alors équivalent au probléme suivant :

Trouver u € K, telle que :
(Au— f,v—u) >0,Vv € K,

Soit ¢ > 0 ,alors:

(—t(Au—f),v—u) <0 YvekK,

Donc
(u—t(Au—f)—uv—u) <0 VvekK,
Soit
P,V - K,
une projection orthogonale de V' sur K,.Alors le probléme 6.1 est équivalent
4 un probléme de point fixe :
Trouver u € K, telle que :
u=P,(u—t(Au—f)) Yt>0

Montrons maitenant que Pj est une contraction sur V.
Soient v, w € V alors :

[P (v =t (Av = £)) = P (w — t (Aw — f))|*
1Pl* [ (v = £ (Av = £)) = (w =t (Aw — f))]|?
(v =t (Av— £)) = (w—t (Aw — f))|I*,car |[P:] <1
(v = w) — tA (v — w)||?

v —w|® = 2ta (v —w,v —w) +t? | A (v —w)|

IN A

2

Comme a(.,.) est une forme bilinéaire coercive, alors Ja > 0 telle que :
alv—wv—w)>alv—uw|?

Alors
—2ta (v —w,v —w) < —2ta|v—wl| (Vt > 0)

Donc

1Py (v = ¢ (Av = f)) = Py (w — t (Aw = f))|*
lo = w|)* = 2t o — w||* + £ | A (v — w)||?
lo = wl® = 2ta o — w||* + M [|o — w|?

(1 —2ta+t2M?) ||v — wl|?

IN N
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D’ou
[Pk (v —t(Av— f)) = Pe (w =t (Aw — )| < (1 = 2t + 2M?) v — w|?

On choisit:
2a
0<t< W
Alors Py est une contraction, et par le théoréme du point fixe de Banach, il
existe donc une solution unique v € K,. m

7 Probléme de minimisation

Soit af(.,.)une forme bilinéaire symétrique (c’est a dire a(u,v) = a(v,u); Vu,v €
V (Q) , considérons la fonctionnelle J(.) : V' — R définie par:

1
J(v) = ia(v,v) —(f,v) YveV 7.1
Alors :
—(2) limyjy)| 400 J(v) = 400
En effet ,

T) = 5a(v,0) = (£,0) > 5 ol = 17l lolly = 400 (el = +o0)

—(i3) J est strictement convexe

En effet |

Comme L est linéaire, il suffit de prouver que v — a(v,v) est strictement
convexe.

Soit 0 < 0 <1 etVu,veV ;alors:

0<a(v—u,v—u)=alu,u) + a(v,v) — 2a(u,v)

Ainsi on a :
2a(u,v) < a(u, u) + a(v,v)

Donc pour tout 0 < 8 <1 on a:

a@u+ (1—0)v,0u+ (1—0)v) = 6%a(u,u)+ (1 —0)%a(v,v)+ 20 (1 —0)a(u,v)
< Oa(u,u) + (1 — 0)a(v,v)
Alors v — J (v) est stictement convexe.
—(#t) J est continue

En effet |

f est une fonction est continue
a(.,.) est une forme bilinéaire continue

—(w) J(v) est Gateaux différentiable en u ,

16



En effet, elle est différentiable dans toutes les directions v € V, c.a.d :

lim J(u+tv) — J(uw)
t—0 t

= (J'(u),v), YweV
Soit le probléme de minimisation définit comme suit :

J(u) = min J(v) (7.2)

veEK,

{ Trouver u € K,

Theorem 31 Supposons que J(.) wvérifie les propriétés (i), (i3), (i), (iv) alors
le probléme de minimisation 6.2 est équivalent au probléme (P1) qui est un
probléme d’inéquation variationnelle.

Trouver u € K
{ s 2 G ")

Proof. Soit u € K solution du probléme (7.2), nous avons

Jw) = Ju+v—u)
= %a(u—l—v—u,u—l—v—u)—(f,u—i—v—u)
1 1 1
= Ea(u,u) + 5(1(1} —u,v —u)+ ia(u,v —u)
+%a(v—u,u)— (fou) = (f,v—u)
= J(u) + [a(u,v —u) — (f,v—u)]—i—la(v—u,v—u)

2

Comme af(.,.) est V—elliptique, ce qui implique que
J(w) < J(w), YvekK,

Inverssement, soit u € K solution de P; comme J(.) est Gateaux différen-
tiable en v alors

<J/ (u),v—u> >0, Yv e K,
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De plus, on a:

0 < <J/(u),v—u>

B hmJ(u—i—t(v—u)—J(u)
t—0 t

~ lm %a(u +tlv—u),ut+tlv—u))—(fut+tlv—u))— %a(u,u) + (f,u)
t—0 t

_ sa(u, u) + ta(u,v — u) + 2t2a(v — u,v —u) — (f,u) — t(f,v —uw) — La(u,u) + (f,u)
t—0 t

_ ta(u,v —u) + $t2a(v — u,v — u) — t(f,v — u)

= % t

}EI%](Q(U,U*U)#» %ta(vfu,vfu)—(f,vfu))
= a(u,v—u)—(f,v—u)

Donc u € K, est solution de (7.2).
Caractérisation de la solution continue comme enveloppe des sous-solutions
continues W

Definition 32 Soit x 'ensemble des sous-solutions continues du probléme6.1,
c’est a dire 'ensemble des z € V' tel que :

{ a(z,v) < (f,v) 7.3

z2<, v>0

Theorem 33 ([cf.16])Sous les hypothéses et les notations précédentes, la solu-
tion u du probléme 6.1 est la plus grande des sous-solutions.

Proof. (i) On démontre d’abord que z est une sous-solution c’est a
dire z € y.
On a wu est une solution du probléme 6.5, alors :

a(u,?—u) > (f,0—u) ,¥0 € K,
us<Y, 09

On pose ¥ = u — v avec v > 0.
Donc,
a(u,v) < (f,v)
u<yp,v>0

Alors u est une sous-solution du probléme 6.5.
(i) On démontre maintenant que u est le plus grand élement de

Soit :

Z=supu<=z>U
ueEX
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z est une sous-solution du probléme 6.5 alors :

{ a(z,v) < (f,v)

u<Y,v>0

Prenons v = z — u > 0 alors,

{ a(z,z—u) < (f,z—u) (%)

uly,z>2u>0

D’autre part on a :
{ G(U,U—U) 2 (f,’l)—u)

u<ly, v

Posons v = z < 4 donc,

{ au,z —u) > (f,2 - u)

uly, 2<Y

a(—u,z —u) < (—f,z—u

Par sommation de (%) et (%) on obtient :

a(z—u,z—u) <0
ust,z<P

Mais comme a(.,.) est une forme bilinéaire coercive alors :
2

a(z—u,z—u) > allz —ul >0
Ce qui nous donne :

a(z—u,z—u)=0<=z—u=0
Alors,

Z=u=supu
uex

D’ou u est la plus grande des sous-solutions . m

Proposition 34 Considérons l'application § qui est définie comme suit :

g+ L*®(Q)— L™ () 7.4
(¥, f) — 6@, f)=u

Ou u est une solution continue du probléme 6.1.

Proposition 35 L’application § est une application croissante ,concave, linéaire
et lipschitzienne de constante 1.
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Proof. 1) ¢ est croissante :
Soient ¢y, 15 dans L (Q) tel que : ¢; < 1),
Alors :

up =6 (1) <Py <y

Donc u; = § (¢;) est une sous-solution pour d’I.V 6.1 avec lobstacle v, alors:

8 (1hy) <6 (1q)

2) § est concave :
Soient ¥y, 1, dans L™ (Q) tel que : ¢, <1,
Sachant que u; = J (¢;) solution du probléme 6.1 alors elle est une sous-

solution d’ou:
a(ur,v) < (f,v) Yo € K,
up <y ; v>0
Alors pour une constante € € [0, 1] nous avons :

aleur,v) < (ef,v) Vv € K (M)
eur <ep;; v>0

Comme on a aussi us = 0 (¢V5) solution du probléme 6.1alors elle est une
sous-solution donc :

a(ug,v) < (f,v) ,Vv € K,
U2§¢2§UZO

Comme € € [0, 1] alors (1 —¢€) € [0,1].
Donc
a((1—e)uz,v) < ((1—e) f,v) ,Yv € K, (1m)
I—€ua<(l—€)thy; v>0
Par sommation des deux systémes 77 77 on trouve :

aleu; + (1 —€)ug,v) < (ef + (1 —¢) fv) Vv € K,
eur+(1—€uz<ep;+(1—€)thy; v >0

(eus + (1 — €) ua) est sous solution par rapport 'obstacle (e, (1 — €) 15)
Donc eu; + (1 — €) ug est la plus grande des sous-solutions , alors :

G () + (1 —€)¢y) < eur + (1 —€)ug
D’ou
6y + (1 —€)vy) <€ (¥1) + (1 —€)d (1)
Alors 0 est une application convexe , d’ou la concavité .
3) 0 est linéaire :
Soit u1 = § (1) + ¢) solution du probléme 6.1 par rapport a 'obstacle ¢ + ¢
et au second membre f alors :

a(ur,v—u1) > (f,v—u1) ,Yv € K,
up <y v
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Donc u; = 6 (¢ + ¢) est une sous solution du probléme6.1 , c’est & dire :

a0 (Y +¢),v) < (f,v) ,Yv €K,
d(W+¢)<p; v>0

Soit aussi us = § (1) la solution du probléme 6.1 par rapport a I'obstacle
et au second membre f alors :

a(ug,v —ug) > (f,v —u2) ,Yv € K,
upg <P <Y

Donc elle est une sous solution du probléme 6.1 ,d’ot :

{ a(d (¥),v) < (f,v) Yo €K,
S() < v>0

En ajoutant un paramétre ¢ > 0 a 'obstacle 9 ,on trouve :

a(d (¢),v) < (f,v) Vv €K,
(W) +o<9v+¢d;v>0

On a aussi :

a(d () ,v) + /aoqévda: <(f,v)+ /a0¢vd:p,Vv €K,
Q Q

Alors,
{ a(d (¥),v) + [aopvdz < (f,v) + [appvdz Vv € K,
) Q
W) +o<9P+¢;v>0

Comme on a :

CL(¢, U) = a()d)’UdJZ
/
Donc

a6 () + ¢,v) < (f +aod,v) Vv € K,
(W) +o<v+¢;0v=0

Alors 0 () + ¢ est une sous solution par rapport a ’obstacle 1 + ¢.
Mais § (1) + ¢) est la plus grande des sous solutions .

{ a(d (Y +¢),v) < (f+aop,v) Vv € K,
SW+d)<P+¢é;v>0

D’ou:
W)+ <s(W+9) (1)

D’autre part on a :

a(@ (P +¢),v) < (f,v) Vv €K,
b(W+¢)<tv+¢;v>0
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Si

Comme f < f + ag¢ donc :
a(d (Y +¢),v) < (f,v) < (f+ap,v) Vv €K,
S(Y+d)<v+¢;v>0

Alors
{ a6 (Y + ¢),v) — [appvdr < (f,v) Vv € K,

6(w+3)sw+¢; v>0
Donc

a(d (Y +¢)—o,v) < (f,v) Vv € Ky
S(p+¢)<t+¢;v20
Alors 0 (¢ + ¢) — ¢ est une sous solution du probléme 6.1 avec lobstacle v
Mais § (1) est la plus grande des sous solutions ,donc :

S +0)—d<5(¥)
Ce qui implique que :
§(W+¢)<do(y)+o (1)
Alors d’aprés 77 et 77 on trouve :
d(W+¢) < (W) +9
< (W +9)

Donc

6(+¢)=61)+¢
4) 0 est lipschitzienne :
On note par :

=9 -9
Alors

Par application de d on obtient :

5(¢)§5(¢+¢):5({p)+q>

Alors,
5@)—5(1})«@
Donc
-5 = 5@,
< @l
= [ =9],eie
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Proposition 36 Soit ¢ une constante positive, alors nous avons :
5(f,7/1)+015(f+a0071/)+0) 7.5

Proof. On pose
u=25(f,v)

u est une sous solution alors :

{ a(u,v) < (f,v)

u<1p,v=>0
Alors
a(u,v) + [cagvdr < (f,v) + [cagvdx Vv € K,
O Q
ut+c<t+c;v>0
Donc
a(u,v) + a(c,v) < (f + cag,v)
ut+c<v+c;v>0
D’ou

a(u+e,v) < (F + cao,v)
utc<yY+c;v>0

Alors u + ¢ est une sous solution , Mais @ = §(f + apc, ¥ + ¢) est la plus
grande des sous solutions, c’est a dire :

ut+c<u
D’ou
5(f,¢) + ¢ < 0(f + aoe, ¥ + ¢)
Montrons maintenant que

0(f +aoc, v +¢) <6(f, ) +c

Soit & = 6(f + age, ¥ + ¢) une solution pour I'LV,on a

a’(gav_f)Z(f+aOC7v_§) 7V’U ev
v<tte £<yY+tc

d’une part on a

(f+a00,’l}7§) = (f,’l)*ﬁ)‘l’(aoc,vff) (*)
= (v =8+ [ aoc(v —§)dx
/
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D’autr part

olev-9 = [ a5 ML ww g -9 ra@ o [n

87.%‘1' al‘j

ij=1
/ ap (x) c(v — &)dx
Q
En substituant (**) dans (*), nous obtenons
(f +aoc,v =€) = (f,v = &) +alc,v—§) (3%)
En substituant 3* dans(*), on obtient

{ a(f,’U—f)Z(f,’U—f) —|—CL(C,U—§) 7VU GH(%(Q)
v<pte <P

Donc
a(g—C,U—f)Z(f,U—f) ,VU GH(%(Q)
{ v<v+e E<y+e

“

Posons v = £ — v > 0, il vient que

Donc £ — ¢ est une solution pour 'obstacle i et le second membre f.
Le fait que §(f, 1) est la plus grande des sous solutions.On conclut que

6(f +aoc,p +¢) <6(f,9) +c

]
Donnons maintenant quelques propriétés de la monotonie de la
solution continue d’inéquation variationnelle continue.

8 Propriété de la monotonie de la solution con-
tinue d’I.V continue
8.1 La monotonie de la solution continue par rapport au
second membre f

Lemma 37 Soient f, f deux seconds membres du probléme 6.1,on note par

u=20(f) (resp.ﬂ =4 (f)) les solutions correspondantes aux seconds membres

f et f, nous avons :

Si f<f alors u=6(f)<u=20(f) 8.1
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Jon=s (D)) el =]

Proof. Soit u une solution continue du probléme 6.1 par rapport au second

membre f
Alors,
a(u,v) < (f,v) ,Yv € K,
u<Yp;v>0
Si 3
f<f v>0
Alors ~
(o) < (fov) v=0
Donc

Ce qui donne,

C’est & dire u est une sous solution pour 'LV avec le second membre f

Mais,
=003

est la plus grande des sous solutions alors,

u=6(f)<o(f)=a

D’ot la monotonie de la solution continue par rapport au second membre f.
Sachant que Papplication ¢ est Lipchitzienne dans L™ (2). m

Soient f, f € L™ (Q) et & = 6 (f) etgz5(f) , posons P :ch—fH , avec
o )
F< T +aoe|[f = || < F+ao®

Do,

() -i(f)<e
De la méme maniére, échangeant les roles de 0 (f) et & ( f) , nous obtenons

5(7)-sn<e

Donc,

o =s (D] =l =7l
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8.2 La monotonie de la solution continue par rapport a

P’obstacle v
Lemma 38 Soient ¥, 1]) deuzx obstacles du probléme 6.1 , on note par u = § (V)

(Tesp.ﬂ =4 (fp))les solutions correspondantes aux obstacles Vet 1~ﬁ alors nous
avons :

Si ¢ <¢ alors u:§(1[1)§12:5(12}> 8.2
Proof. Soit u une solution continue du probléme 6.1. par rapport a ’obstacle
Y
Alors,
a(u,v) < (f,v) ,Yv € K,
u<y;v=>0
Si 3
Yv<¢;v20
Donc

a(uvv) S (fav) 7VU € Kg
{ u<P<P; v>0

Alors u est une sous solution pour 'obstacle 12) et le second membre f;

Mais 4@ = 0 (17)) est la plus grande des sous solutions , alors :

u=38() <6 () =a
D’ou la monotonie de la solution continue par rapport a ’obstacle ¢. =

8.3 Propriété générale de la monotonie de la solution con-
tinue

Le lemme ci-dessous établit une propriété générale de la monotonie
de la solution continue du probléme 6.1 en ce qui concerne le second
membre f et I’obstacle .

Lemma 39 Soient (¢, f) et (17), f) deuz couples tels que : f et f sont deus sec-

onds membres et et sont deuz obstacles ,on note paru = 8 (¥, f) (resp.ﬂ =4 ({b, f))

les solutions correspondantes du probléme 6.1 . On a :
Si =9 et £ [, Alors 6(,) =9 (9, ]) 8.3

Proof. Soit v = min(0,u — @), dans le cas on v est négatif (v < 0), on a
u<a<P <Y
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c’est & dire que 'obstacle n’est pas actif pour u.
Donc,pour cela nous avons

a(u,v) = (f,v); (car u < ),

Comme on a: R
<

Alors si on ajout un v qui est négatif on obtient:

ﬂ—H)SiZJ

On a 4 est une sur-solution de ce probléme i.e :

Donc

a(t,v) > a(u,v)
Alors

a(t — u,v) >0
Mais on a :

a(v,v) = alu — 4,v) = —a(t — u,v) <0

D’aute part on sait que la forme bilinéaire est coercive i.e:

a(v,v) >alvl*; a>0

Donc
a(t—u,v)=0
D’ou
v=20
Par conséquence,
u>u

c’est & dire on a : L
w=38(.f)=6 (. f) =1

D’ou la monotonie de la solution continue par rapport a ’obstacle v et au
second membre f. =

Nous donnons quelques propriétés de la lipschitzianité de la solu-
tion continue d’I.V.
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8.4 Propriété de Lipschitzianité de la solution continue
par rapport a ’obstacle

Le lemme ci-dessous établit une propriété de la lipschitzianité de la
solution continue du probléme 6.1 en ce qui concerne ’obstacle .

Lemma 40 Soient ¥, 12} deuzx obstacles du probléme 6.1 , on note par u = § (V)

(resp.@ =4 (fp))les solutions correspondantes aux obstacles Vet 1; alors nous
avons :

—all o < — 8.4
o=l < [0 =9,

Proof. On note :

®= Hwiiz)HLoo(Q)
On a :
b= v+P-b<h+|w—9|

< b+ supess|u— |
Q
= bt fe-df,
Alors on trouve que: ~
Y<y+9o

Soit f un second membre , par application de § on obtient :

S, f)<o(b+o,f+0)

Maintenant en utilisant le lemme précédent on obtient:

M%fk&%¢+@j+@):5@g)+¢

Alors
6. f) =3 (v.f) <@

De méme, si on change les roles des couples (¢, g) et (12), g) on obtient :

6 (Bf) =6, )< @

Alors,
6 (B.f)=sw N < |lv=1

D’ou la lipschitzianité de la solution continue par rapport a I’obstacle ¢. =

Le lemme ci-dessous établit une propriété générale de la lipschitzian-
ité de la solution continue du probléme 6.1 en ce qui concerne la
condition aux bords g et ’obstacle ¢

L= (Q)
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8.5 Propriété générale de lipschitzianité de la solution con-
tinue

Proposition 41 Soient (v, g) et ({p,g) deux couples tels que: g et g sont les
condition aux limites, 1 et {b sont deux obstacles et uw =0 (¢, g) ;4 =9 ({p,g) les

solutions correspendantes du probléme 6.1. Alors , nous avons :

P g = 3l oy 8.5

Lo (Q
Proof. On note :

@ =[lv -] =l
Y= oy T lg = 9ll < (a0

b= U d<dt o] < bt supessu— |

IN

R K PR VR PR

Alors on trouve que: R
Yv<y+P

D’autre part on a:

g = g+§—§§§+@—ﬂ£§+%g%ﬂg—m

IN

G+ 19— 3llpe@o) < T+ 19— 3l p=@0a) + Hl/) B zz}HLm(Q)

Alors
g<g+®

Maintenant en utilisant le lemme précédent on obtient:
6(,0) <6 (D+0,5+@) =06 () +@

Alors
6(4.9) =6 (4.5) < @

De méme, si on change les roles des couples (1, g) et (1, g) on obtient :
6 (.9) =6 (g < @
Alors,
6 (0.3) — 5.0 < |lv -1

Lo () + Mg = 9l L 00

D’ou la lipschitzianité de la solution continue par rapport a I'obstacle 1 et
a la valeur aux limites g. ®
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Remark 42 Si ) = ¢ alors 8.5 devient :

v =il ey < 9= 9l e (o0 8.6

Qui nous donne seulement la lipschitzianité de la solution u par rapport a la

condition aux bords g.

9 La régularité de la solution continue

La régularité de la solution de 'LV continue du probléme 6.1 repose sur le
théoréme suivant :

Theorem 43 (cf.[12],[15]) la solution w du probléme continu 6.1 satisfait la
propriété de régqularité suivante :

ueW(Q),2<p< oo 9.1

10 Inéquations variationnelle du second genre
(2éme espece)

Soit le probléme d’inéquation variationnelle de 2 éme espéce suivant :

Trouver u € V

{ a(u,v —u) +j) —ju) > (fv—u), YveV (10.1)

Ou,
-V est un espace de Hilbert.
-j(.) est une convexe propre et semi continue inférieurement.

Theorem 44 Si a(.,.) est symétrique, I’I. V(10.1) est équivalente au probléme
de minimisation suivant:

Trouver u € V. tq
I(u) = min I (v) (10.2)
I(v)=3a(v,0)+j () = 1(v)

Proof. a(v—u,v—u) =a(v,v) —2a(u,v)+a(u,u) >0,

]

et a(u,v) >1(v) —l(uw) +a(u,u)+j(uw) —jw)),

d’on, a(v,v) + a(u,u) > 2l (v) =2l (u)+2a (u, u) +27 (u) — 235 (v)
—a(u,u).

Donc a(v,v)+ 25 (v) =21 (v) > a(u,u) + 25 (u) — 21 (u).
Inversement; supposons que v est solution de (10.2). Comme I(.) est Gateaux
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differentiable en u..Alors
<I'(u),v - u> >0, Yv e K,

De plus, on a

0< <Il(u),v—u> i L At — ) = I (u)

t—0 t

En remplacant I(.,.) par sa forme, on obtient aprés un détail trés simple

0 < <I/(u),@—u> :}%(a(u,v—u)+%ta(v—u,v—u)—(f,v—u))

= a(u,v—u)— (f,v—u)
d’ott ’équivalence.

Theorem 45 Soit V' un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire continue
coercive, et soit j:V — IR

une fonctionnelle convexe propre et semi continu
inférieurement sur V, alors 'V du second espéce (10.1)
admet une unique solution.
Proof. Montrons d’abord 'unicité de la solution
Sachant que u est solution d’I.V du second genre, on suppose que 1y et us
sont 2 solutions du méme 1.V, m
a(uy,uz —u1) +j(uz) — j(ur) > 1 (uz — up)
a(ug,ur —ug) +j(ur) — j(uz) > 1 (ur — uz)
Additionnons les 02 inégalités, on obtient -a(u; — ug,u3 — uy > 0.
Le fait que a(.,.) est coercive, u; = ug
Existence
Premier cas
Nous considérons le cas d’une forme bilinéaire symétrique, 'inéquation vari-
ationnelle (10.1) est équivalente
au probléme de minimisation (10.2)
Puisque j (.) est convexe propre et semi continue inferieurement:

Lim I(v) — 400

vl —o0

Nous remarquons que le probléme (10.2) et par conséquant le probléeme
(10.1) admet une solution.

Pour le cas général sans la supposition de symétrie, nous allons convertir le
probléme en un probléme équivalent
de point fixe. V8 > 0, le probléme (10.1) est équivalent a trouver v € V tq:

(u,v—u)+0j(v)—05(u) > (u,v—u)—ba(u,v—u)+0 (f,v —u), YveV (10.3)
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Maintenant Yu € V' considérons le probléme suivant:

Trouver w € V tq
{ (w,v —w) + 05 (v) — 0j(w) > (u,v —w) — ba(u,v —w) + 0 (fv—w), YveV
(10.4)
Ce probléme admet une unique solution pour

w = Pyu

Le point fixe de Papplication Py est solution du probléme (10.1) pour 6
suffisament petit 6 > 0,

Py est une contraction et donc admet un point fixe unique.

Yuq,us € V, soit wy = Pyuy et wy = Pyusg, alors nous avons

(we, we —w1)+07(we) — 07 (w2) > (u1, we—wi) —0a(ur, ws—wi)+06 {f,wy —wi)
De méme

(w1, w1 —we)+0j(w1)—0j(ws) > (ug,ws —ws) —Oa(ug, wy —wa)+0 {f,w — ws)
Additionnant les 02 inégalités et par simplification, nous obtenons:

lwy — w2||%/ < (ur — ug,wy — wa) — Ba(uy — ug, wp —ws)
= ((I — GA)(ul — Ug, W1 — wg)

Donc,
17 = 0A)ully < (1 - 200+ 0° M) |lu]®

Ou « et M sont les constantes de continuité et coercivité de af.,.).
Pour 0 € (0, %) , Papplication Py est contractante sur 'espace V. C.Q.F.D

11 La régularité de la solution continue
La régularité de la solution de I'.V continue 6.1 repose sur le théoréme suivant
Theorem 46 (cf.[12],[15]) la solution w du probléme continu 6.1 satisfait la

propriété de régularité suivante :

u€WP(Q),2 <p< oo 10.5
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