
1 Les inéquations variationnelles dans IRN

Plusieurs problèmes de l�analyse non linéaires peuvent être résolue par l�application
du théorème de point �xe.
Soit F une application de l�ensemble A dans lui même.

F : A! A

Le point x 2 A est dit point �xe de F si F (x) = x:

De�nition 1 L�application F : S ! S (S est un espace normé) est une appli-
cation contractante si

kF (x)� F (y)k � � kx� yk ; x; y 2 S (0.1)

Nous commencons par le théorème d�application contractante.

Theorem 2 Soit F : S ! S une application contractante, alors il existe un
point �xe unique de F:

1.1 Caractérisation de la projection sur l�ensemble con-
vexe.

Dans cette partie, nous considérons la projection sur l�ensemble convexe K dans
l�espace de Hilbert V:

Lemma 3 Soit K un sous ensemble convexe fermé de l�espace de Hilbert V .
Alors 8x 2 V , il existe un unique y 2 K tq

kx� yk = inf
�2K

kx� �k (0.2)

Remark 4 Le point y 2 K satisfaisant (0.2) est dit la projection de x sur K,
et nous écrivons:

y = PK x

Theorem 5 Soit K un sous ensemble convexe fermé de V:Alors y = PK x si
et seulement si

y 2 K : (y � x; � � y) (0.3)

Corollary 6 Soit K un sous ensemble convexe fermé non vide de V;alors l0opérateur
PK véri�e:

kPKx� PKyk � kx� yk ; 8x; y 2 V (0.4)

Corollary 7 Soit K � IRN un convexe et soit

F : K ! (IRN )
0

continue. Alors pour x 2 K;

hF (x) ; y � xi � 0; 8y 2 K (0.5)
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1.2 Inéquation Variationnelle

Nous considérons le problème suivant:
Problème 0.1
Soit K un convexe fermé dans IRN et F :! (IRN )

0
continue; trouver

x 2 K; hF (x) ; y � xi � 0; 8y 2 K (0.6)

SoitKR = K\�R; où �R est la boule fermé de rayon R et de centre 0 2 IRN
.
Retournons à notre F , nous notons qu�il existe xR 2 KR tel que:

hF (xR) ; y � xRi � 0; 8y 2 KR (0.7)

Soit KR 6= ?; nous avons alors le théorème suivant:

Theorem 8 Soit K � IRN un convexe fermé non vide et F :K ! (IRN )
0
une

application continue.

La condition nécessaire et su¢ sante pour l�existence d�une solution du prob-
lème (0:6) est l�existence
d�une constante R > 0 telle que la solution xR 2 KR de (0.7) satisfait

jxRj < R (0.8)

Theorem 9 Corollary 10 Soit F :K ! (IRN )
0
satisfaisant:

hF (x)� F (x0)i
jx� x0j

! +1 (0.9)

quand jxj ! +1

Pour x0 2 K: Alors il existe une solution du problème(0.6).

Remark 11 Généralement, la solution de l�inéquation variationnelle n�est pas
unique.

Cependant nous avons une condition trés naturelle qui
assure l�unicité
Supposons que x; x

0 2 K sont deux solutions distinctes du problème 0.6.
Alors

x 2 K; hF (x) ; y � xi � 0; y 2 K

x
0
2 K;

D
F
�
x
0
�
; y � x

0
E
� 0; y 2 K

Alors, posons y = x
0
dans la première inéquation,
y = x dans la seconde, et additionnons les deux, nous

obtenons : D
F (x)� F

�
x
0
�
; x� x

0
E
� 0
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Alors la condition naturelle pour l�unicité est que:D
F (x)� F (x) ; x� x

0
E

> 0 (0.10)

x; x
0
2 K; x 6= x

0
(1)

De�nition 12 La condition (0.9) du corollaire 0.2 est une condition de coer-
civité.

De�nition 13 Par analogie avec (0.10), nous disons que l�application

F : K !
�
IRN

�0
est monotone siD

F (x)� F
�
x
0
�
; x� x

0
E
� 0; 8x; x

0
2 K

est dite strictement monotone si l�inégalité est maintenue. seulement quand
x = x

0
tel que quand la condition (0.10) est valide.

Dans le cas d�une application strictement monotone nous avons:

Proposition 14 Soit
F : K1 !

�
IRN

�
une application continue strictement monotone de sous ensemble convexe

K1 � IRN :
Soit K2 � K1 est un convexe. Supposons qu�il existe des solutions des

problèmes

xj 2 Kj ; hF (xj) ; y � xji � 0 pour y 2 Kj ; j = 1; 2

(i) Si F (x2) = 0; alors x1 = x2
(ii) Si F (x2) 6= 0; alors x1 6= x2; alors l�hyperplan hF (x2) ; y � x2i = 0

sépare x1 de K2:

Soit f 2 C1 (K) , K � IRN ; un sous ensemble convexe et soit F (x) =
grad f (x) :

Proposition 15 Supposons qu�il existe x 2 K tel que:

f (x) =Min
y2K

f (y)

alors x est solution d�I.V

x 2 K : hF (x) ; y � xi � 0; 8y 2 K

Proof. Si y 2 K; alors z = x + t (y � x) 2 K pour 0 � t � 1; cependant la
fonction ' (t) = f (x+ t (y � x)) ; 0 � t � 1
atteint son minimum quand t = 0:Par conséquent:

0 � '
0
(0) = (grad f (x) ; y � x)

= hF (x) ; y � xi

L�inverse est vraie si f est convexe.
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Proposition 16 Supposons que f est convexe et x satisfait

x 2 K : hF (x) ; y � xi � 0; 8y 2 K

Alors
f (x) =Min

y2K
f (y)

Proof. En e¤et, f est convexe,

f (y) � f (x) + hF (x) ; y � xi � 0; 8y 2 K

Mais hF (x) ; y � xi � 0; alors

f (y) � f (x)

2 Les inéquations variationnelles dans l�espace
de Hilbert

1. Forme bilinéaire

Plusieurs questions interessnates dans la théorie d�I.V peuvent être formulé
en terme de forme bilinéaire dans les espaces de Hilbert.
Cette théorie est une généralisation de la théorie variationnelle des problèmes

aux limites pour les équations elliptique.
Soit V un espace de Hilbert, et on note par V

0
son dual; nous notons(:; :) le

produit scalaire sur V , et de sa norme k:k :
Soit a (u; v) une forme bilinéaire sur V i.e a : V � V ! IR; elle est continue

et bilinéaire pour toute variable u; v.
L�application linéaire continue A : V ! V

0
détermine la forme bilinéaire

suivant la relation suivante:

a (u; v) = hAu; vi (1.1)

De�nition 17 La forme bilinéaire a (u; v) est coercive sur V; s�il existe une
constante � > 0 tel que

a(v; v) � � kvk2V (1.2)

La forme bilinéaire a (u; v) est coercive si et seulement si l�application A
dé�nie par (1:1) est coercive.

Problème 1.2 Soit K � V un convexe fermé non vide, et f 2 V 0
:�

Trouver u 2 K tel que:
a (u; v � u) � hf; v � ui ; 8v 2 K (1.3)
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2.1 Existence de la solution

Theorem 18 Soit a (u; v) une forme bilinéaire coercive sur V; K � V un sous
ensemble convexe fermé non vide de V:

Alors il existe une unique du problème 1.3. De plus l�application f ! u est
lipschitzienne, tel que si u1; u2 sont solutions
du problème 1.3 correspondant à f1; f2 2 V

0
; alors:

ku1 � u2kV �
�
1

�

�
kf1 � f2kV 0 (2.1)

Démontrons maintenant l�existence de la solution u:

Existence En premier supposons que a (u; v) est symétrique, et dé�nissons
la fonctionnelle

I (u) = a(u; u)� 2 hf; ui ; u 2 V
Soit d = inf

K
I (u) : Soit aussi un une suite de minimisation de I dans K telle

que �
un 2 K: d � I (un) � d+

�
1

n

��
Appliquant la loi de parallelograme, nous remarquons que

� kun � umk2 � a (un � um)

2I (un) + 2I (um)� 4I
�
1

2
(un + um)

�
� 2

��
1

n

�
+

�
1

m

��
Nous avons utilisé

4 hf; uni+ 4 hf; umi � 8
�
f;
1

2
(un + um)

�
= 0:

La suite fung est de cauchy, et l�ensemble convexe fermé K contient un
élément u; tel que un ! u dans V
et I (un)! I (u) :Alors I (u) = d:
Maintenant 8v 2 K; u+ "(v � u) 2 K; 0 � " � 1; et le fait que

I(u) = inf
K
u = d

u+ " (v � u) 2 K
Implique,

I (u+ " (v � u)) � I (u)

Ou bien,

2"a (u; v � u) + "2a (v � u; v � u)� 2" hf; v � ui � 0

5



est véri�ée 8"; 0 � " � 1:
Prenons " = 0; aprés simpli�cation nous remarquons que u est solution du

problème 1.2, c.à.d
a (u; v � u) � hf; v � ui

D�où l�existence d�une solution.
Unicité
Nous introduisons maintenant le cas général.
Introduisons la forme bilinéaire coercive:

at (u; v) = a0 (u; v) + tb (u; v) ; 0 � t � 1

Où,

a0 (u; v) =
1

2
(a (u; v) + a (v; u))

b (u; v) =
1

2
(a (u; v)� a (v; u))

sont des parties symétrique et antisymétrique de a (:; :) :
Observons que a1 (u; v) = a (u; v) et que at (u; v) est coercive avec la même

constante �:

Lemma 19 Si le problème 1.2 est résolu pour a� (u; v) pour tout f 2 V
0
, alors

il est solvable pour at (u; v) pour tout f 2 V
0
0

où � � t � � + t0; t0 <
�
M ; et

M = sup
jb (u; v)j
kuk kvk < +1

Proof. On dé�nit l�application

T : V ! K

Par u = Tw si

u 2 K : a� (u; v � u) � hFt; v � ui

Où,
hFt; vi = hf; vi � (t� �) b (w; v) ; � � t � � + t0

Par hypothèse, T est bien dé�nie.
Soit u1 = Tw1 et u2 = Tw2; en appliquant(2.1), nous avons:

ku1 � u2kV �
�
1

�

�
(t� �)M kw1 � w2k

�
�
1

�

�
t0M kw1 � w2k

Avec
t0M

�
< 1:
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Donc T est une application contractante, et admet un point �xe unique.
Pour ce cas (u = w);

u 2 K : at (u; v � u) � hf; v � ui ; 8v 2 K

8t; � � t � � + t0:

Pour completer la preuve du théorème, il su¢ t d�observer que le problème
1.2 peut être résolue
pour a0(u; v) qui est symétrique. Appliquant alors le lemme 2.2 pour t = 1:

De�nition 20 Soit L un opérateur dé�nit par:

L : H1
0 (
)! H�1 (
)

donné par:
hLu; vi = a (u; v) ; u; v 2 H1

0 (
)

On prend

Lu = �
�

@

@xi

��
ai juxj

�
2 H�1 (
)

ai j n�est pas necessairement symétrique. Par le téorème 2.1 nous déduisons
que le problème de Dirichlet
pour L admet une unique solution.
La fonction u 2 H1 (
) est une sur-solution à L si

a (u; �) � 0; 8� 2 H1
0 (
) ; avec � � 0:

2.2 Problème d�obstacle ; Première proriété

Dans cette section, nous considérons le problème d�obstacle pour l�opérateur de
Laplace.
Nous commençons par le cas général.
En premier soit 
 � IRN un ouver borné avec une frontière régulière, et

soit aij 2 L1 (
) satisfaisant:

1

�
�2 � aij (x) �i�j � ��2; pour � 2 IRN ; � � 1 (3.1)

et on dé�nit aussi
L : H1

0 (
)! H�1 (
)

par
hLu; vi = a (u; v) ; u; v 2 H1

0 (
)

Rappelons que si aij 2 C1
�


�
;alors

Lu (x) = �
�

@

@xi

��
ai juxj

�
; u 2 C2

�


�
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est une équation elliptique dans le sens classique. considérons maintenant
une fonction  2 H1 (
) qui satisfait  � 0 sur @
;
On dé�nit

K = K =
�
v 2 H1

0 (
) : v �  sur 
 dans H1 (
)
	

Problème 3.1
Soit f 2 H�1 (
) ; trouver�

u 2 K
a (u; v � u) � hf; v � ui ; 8v 2 K (3.3)

Theorem 21 Le problème (3:3) admet une uniqe solution.
Proof. La preuve est immédiate du théorème 2.1, puisque (3.1) implique que:

a (v; v) �
�
1

�

�
kvk2H1

0 (
)

Ce qui con�rme que a (u; v) est coercive. Notons que l�orsque ai j = aj i; la
solution du problème (3.3)
est une solution du problème de minimisation suivant:

min
v2K

fa (v; v)� 2 hf; vig

Nous donnons maintenant quelques caractérisation de notre solution.

De�nition 22 On dit que g 2 H1 (
) est une sur solution de L� f si

hLg � fi = a (g; �)� hf; �i � 0; pour 0 � � 2 H1
0 (
)

En particulier la solution u du problème (3:3) est une sur solution.

Theorem 23 Soit u une solution du problème 3.3, et supposons que g est une
sur soltion de L� f satisfaisant g �  dans 
:

Proof. Nous posons � = min(u; g) 2 K; puisque g �  dans 
; et g �  dans

; et g � 0 sur @
; alors

a (u; � � u) � hf; � � ui

Maintenant
� � u = min (u; g)� u � 0 dans 


alors,
a (g; � � u) � hf; � � ui

D�où,
a (g � u; � � u) � 0:
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Explicitement, en utilisant la dé�nition de �;

0 � a (g � u; � � u) =
Z



aij (g � u)xj (� � u)xi dx

=

Z



aij (g � u)xj (� � u)xi dx

a (� � u; � � u) �
�
1

�

�
kg � uk2H1

0 (
)

D�où,
� = u

ce qui donne
u � g

C.Q.F.D

Corollary 24 Soit u une solution du problème 3.3 pour f = 0; et on suppose
que

 �M dans 
 où M � 0;

alors
u �M dans 


Pour prouver cette inégalité, il su¢ t de choisir

g =M dans 


dans le théorème 3.2.

3 Inéquations variationnelles pour les opérateurs
monotones.

Soit K � V un ensemble convexe fermé.

De�nition 25 L�application A : K ! V
0
est dite monotone si

hAu�Av; u� vi � 0; 8u; v 2 K (4.1)

L�application monotone A est dite strictement monotone si

hAu�Av; u� vi = 0 implique u = v (4.2)

De�nition 26 L�application A : K ! V
0
est continue dans un sous espace de

dimension �nie si pour tout M � V
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(M est un sous espace de dimension �nie). La restriction de A=K \M est
dit faiblement continue, si

A : K \M ! V
0

est faiblement continue.

De�nition 27 A est coercive sur K s�il eiste un element ' 2 K tel que

hAu�A'; u� 'i = ku� 'k ! +1 (4.3)

quand kuk ! +1; 8u 2 K
Theorem 28 Soit K un sous ensemble convexe de V et soit A : K ! V

0

monotone et continue

dans un sous espace fermé de dimension �nie, alors il existe une solution

u 2 K : hAu; v � ui � 0; 8v 2 K (4.4)

Notons que si A est strictement monotone, la solution u de l�inéquation
variationnelle(4.4) est unique.

Lemma 29 Soit K un convexe fermé de V et soit A : K ! V
0
une application

monotone et continue

dans un sous espace de dimension �nie. Alors u satisfait

u 2 K : hAu; v � ui � 0; 8v 2 K (4.5)

w2
si et seulement si

u 2 K : hAv; v � ui � 0; 8v 2 K (4.6)

Proof. En premier, montrons que (4.5) implique (4.6). Par la propriété de
monotonie de A;

0 � hAv �Au; v � ui = hAv; v � ui � hAu; v � ui ; 8u; v 2 K
Alors u 2 K :

0 � hAu; v � ui � hAv; v � ui ; 8v 2 K
Nous montrons maintenant que (4.6) implique (4.5).
Soit w2 K;et posons pour 0 � t � 1; v = u + t(w � u) 2 K; puisque K est

convexe. Alors par (4.6) pour t > 0;
hA(u+ t (w � u) ; t(w � ui � 0; 8w 2 K:
Mais hA(u+ t (w � u) ; (w � ui � 0;
Puisque A est faiblemet continue sur l�intersection de K avec un sous espace

de
dimension �nie, nous obtenons l�orsque t! 0;

u 2 K : hAu;w � ui � 0; 8w 2 K

C.Q.F.D
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4 Inéquations variationnelles elliptiques

I) Introduction
Nous donnons dans cette section quelques dé�nitions concernant les inéqua-

tions variationnelles elliptiques:
Trouver u solution du problème d�obstacle suivant:Trouver u solution du

problème d�obstacle suivant:8>><>>:
Au � f dans 

u �  dans 


(Au� f) (u�  ) = 0 dans 

+conditions au limites

(5.1)

Dans la modélisation est une inéquation variationnelle simple.

 est un ouver polygonal de IR2 à frontière � régulière (C1 par morceau),  2

W 2;1 (
) tel que  > 0 sur �:
Ce problème se caractérise par une zone où l�équation Au = f est satisfaite

et une zone où u touche
l�obstacle, la ligne de séparation est appelée frontière libre étant une incon-

nue.
De trés nombreux phénomène physiques mécaniques, économiques..... sont

modélisable par (5.1).

4.1 Cas coercif

5 Notations et Hypothèses

Soit 
 un ouvert borné de Rn , n � 1 à une frontière su¢ samment régulière @
.
Pour u; v 2 V

�
V = H1 (
) ou V = H1

0 (
)
�
.On considère la forme bilinéaire

suivante :

a(u; v) =

Z



0@ nX
i;j=1

aij (x)
@u

@xi

@v

@xj
+

nX
i=1

ai (x)
@u

@xi
v + a0 (x)uv

1A dx 5.2

Cette forme bilinéaire est associée à un opérateur elliptique A qui est dé�ni

par :

Av = �
nX

i;j=1

@

@xi
aij (x)

@v

@xj
+

nX
i=1

ai (x)
@v

@xi
+ a0 (x) v 5.3

Les coe¢ cients aij ; ai; a0 sont su¤samment réguliers véri�ant les conditions
suivantes:

nX
i;j=1

aij (x) �i�j � � j�j2 ;x 2 �
; � 2 Rn; � > 0 5.4
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a0 (x) � � > 0 5.5

Soit f un second membre tel que:

f 2 L1 (
) ; et f � 0 5.6

On suppose que la forme bilinéaire a(:; :) est continue :

8u; v 2 V ;9C > 0 : a(u; v) � C kukV kvkV 5.7

Et c�rcive :

8v 2 V ;9� > 0 : a(v; v) � � kvk2V 5.8

Soit  un obstacle tel que :

 2W 2;1(
) tel que  > 0 sur @
: 5.9

6 Position du problème continu

Sous les hypothèses et les notations précédentes on peut considérer le problème
d�inéquation ()variationnelle elliptique à une frontière libre comme suit :8<: Trouver u 2 Kg tel que :

a(u; v � u) � (f; v � u) ;8v 2 Kg

u �  ; v �  
6.1

Où Kg est le sous-ensemble convexe fermé de H1 (
) qui est dé�ni par :

Kg =
�
v 2 H1 (
) n v = g dans @
 et v �  dans 


	
6.2

Autres formulation d�inéquation variationnelle
On peut donner deux autres formulations du problème (6.1) à savoir la

formulation forte et faible.
Formulation forte (5.10) est équivalente à:�

Trouver u 2 H1
0 (
) tel que:

hAu� f; v � ui � 0; 8v 2 H1
0 (
)

(6.3)

En e¤et, prenons

v = u� '; ' � 0 ; ' 2 C1C (
)
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On déduit que
(Au� f; ') � 0; ' � 0

Au� f � 0 dans 


La formulation forte est alors8<: Au� f � 0; u�  � 0
(Au� f)(u�  ) = 0 dans 


u 2 H1
0 (
)

(6.4)

Pour véri�er (5.13), on prend dans (5.12) v =  , on obtient

(Au� f)( � u) � 0

Comme
Au� f � 0 et  � u � 0

Alors
(Au� f;  � u) � 0

Donc

(Au� f;  � u) = 0

La formulation faible: Si u 2 H1
0 (
) véri�e(6.1), on a

a(v; v � u) � (f; v � u) (6.5)

En e¤et,

a(v; v � u)� (f; v � u) = a(u; v � u)� (f; v � u) + a(v � u; v � u)

Réciproquement, si u 2 H1
0 (
) véri�e (6.4) alors u véri�e (6.1)

En e¤et, si ! est un élément quelconque dans K; on peut prendre dans (6.4)

v = (1� �)w + �u; � 2 [0; 1]

Donc on a,

(1� �)a ((1� �w + �u;w � u)) � (f; v � u)

En faisant tendre � vers 1; on obtientL�existence et l�unicité de la solution
continue
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6.1 Théorème de Stampacchia

Theorem 30 ([cf :12]) Sous les hypothèses et les notations précédentes, il existe
une solution unique u du problème 6.1

Proof. L0unicit�e
( On va utiliser le raisonnement par l�absurde )
Soient u1et u2 deux solutions di¤érentes du problème 6.1,
Alors nous avons:

a (u1; v � u1) � (f; v � u1) ;8v 2 Kg (F)

a (u2; v � u2) � (f; v � u2) ;8v 2 Kg (FF)
Posons v = u2 dans l�inéquation (F) on trouve :

a (u1; u2 � u1) � (f; u2 � u1)

Donc,
�a (u1; u1 � u2) � � (f; u1 � u2)

D�où
a (u1; u1 � u2) � (f; u1 � u2) (I)

Posons v = u1 dans l�inéquation (FF) on obtient:

a (u2; u1 � u2) � (f; u1 � u2)

Donc
a (u2; u2 � u1) � (f; u2 � u1)

D�où
�a (u2; u1 � u2) � � (f; u1 � u2) (II)

En additionnant les deux inéquations (I) et (II) ,nous obtenons:

a (u1 � u2; u1 � u2) � 0

D�autre part et d�après la coercivité de la forme bilinéaire a (:; :) :

0 � � ku1 � u2k2 � a (u1 � u2; u1 � u2) � 0:

Donc
ku1 � u2k2 = 0

D�où :
u1 = u2

Alors, le problème 6.1 admet une solution continue unique .
L0existence : (L�idée est de transformer le problème 6.1 en un prob-

lème de point �xe )
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Sachant que :

a (u; v � u) = (Au; v � u) ,8v 2 Kg

Le problème 6.1 est alors équivalent au problème suivant :�
Trouver u 2 Kg telle que :
(Au� f; v � u) � 0;8v 2 Kg

Soit t > 0 ,alors:

(�t (Au� f) ; v � u) � 0 ,8 v 2 Kg

Donc
(u� t (Au� f)� u; v � u) � 0 ,8 v 2 Kg

Soit
Pk : V ! Kg

une projection orthogonale de V sur Kg:Alors le problème 6.1 est équivalent
à un problème de point �xe :�

Trouver u 2 Kg telle que :
u = Pk (u� t (Au� f)) ,8 t > 0

Montrons maitenant que Pk est une contraction sur V .
Soient v; w 2 V alors :

kPk (v � t (Av � f))� Pk (w � t (Aw � f))k2

� kPkk2 k(v � t (Av � f))� (w � t (Aw � f))k2

� k(v � t (Av � f))� (w � t (Aw � f))k2 ; car kPkk � 1
= k(v � w)� tA (v � w)k2

= kv � wk2 � 2ta (v � w; v � w) + t2 kA (v � w)k2

Comme a(:; :) est une forme bilinéaire coercive, alors 9� > 0 telle que :

a (v � w; v � w) � � kv � wk2

Alors
�2ta (v � w; v � w) � �2t� kv � wk2 (8t > 0)

Donc

kPk (v � t (Av � f))� Pk (w � t (Aw � f))k2

� kv � wk2 � 2t� kv � wk2 + t2 kA (v � w)k2

� kv � wk2 � 2t� kv � wk2 + t2M2 kv � wk2

= (1� 2t�+ t2M2) kv � wk2

15



D�où

kPk (v � t (Av � f))� Pk (w � t (Aw � f))k2 � (1� 2t�+ t2M2) kv � wk2

On choisit:
0 < t <

2�

M2

Alors Pk est une contraction, et par le théorème du point �xe de Banach, il
existe donc une solution unique u 2 Kg:

7 Problème de minimisation

Soit a(:; :)une forme bilinéaire symétrique (c�est à dire a(u; v) = a(v; u);8u; v 2
V (
) , considérons la fonctionnelle J(:) : V ! R dé�nie par:

J(v) =
1

2
a(v; v)� (f; v) ,8v 2 V 7.1

Alors :
�(i) limkvk!+1 J(v) = +1
En e¤et ,

J(v) =
1

2
a(v; v)� (f; v) � �

2
kvk2V � kfkV kvkV ! +1 (kvk ! +1)

�(ii) J est strictement convexe
En e¤et ,
Comme L est linéaire, il su¢ t de prouver que v ! a(v; v) est strictement

convexe.
Soit 0 < � < 1 et 8u; v 2 V ; alors :

0 < a(v � u; v � u) = a(u; u) + a(v; v)� 2a(u; v)

Ainsi on a :
2a(u; v) < a(u; u) + a(v; v)

Donc pour tout 0 < � < 1 on a :

a(�u+ (1� �)v; �u+ (1� �)v) = �2a(u; u) + (1� �)2a(v; v) + 2� (1� �) a(u; v)
< �a(u; u) + (1� �)a(v; v)

Alors v ! J (v) est stictement convexe.
�(iii) J est continue
En e¤et , �

f est une fonction est continue
a(:; :) est une forme bilin�eaire continue

�(iv) J(v) est Gâteaux di��erentiable en u ,

16



En e¤et, elle est di¤érentiable dans toutes les directions v 2 V , c.à.d :

lim
t!0

J(u+ tv)� J(u)
t

= (J 0(u); v); 8v 2 V

Soit le problème de minimisation dé�nit comme suit :(
Trouver u 2 Kg

J(u) = min
v2Kg

J(v) (7.2)

Theorem 31 Supposons que J(:) véri�e les propriétés (i); (ii); (iii); (iv) alors
le problème de minimisation 6.2 est équivalent au problème (P1) qui est un
problème d�inéquation variationnelle.�

Trouver u 2 Kg

a(u; v � u) � (f; v � u) (P1)

Proof. Soit u 2 Kg solution du problème (7.2), nous avons

J(v) = J(u+ v � u)

=
1

2
a(u+ v � u; u+ v � u)� (f; u+ v � u)

=
1

2
a(u; u) +

1

2
a(v � u; v � u) + 1

2
a(u; v � u)

+
1

2
a(v � u; u)� (f; u)� (f; v � u)

= J(u) + [a(u; v � u)� (f; v � u)] + 1
2
a(v � u; v � u)

Comme a(:; :) est V�elliptique, ce qui implique que

J(u) � J(v); 8v 2 Kg

Inverssement, soit u 2 K solution de P1 comme J(:) est Gateaux di¤éren-
tiable en u alors D

J
0
(u) ; v � u

E
� 0; 8v 2 Kg

17



De plus, on a:

0 �
D
J
0
(u) ; v � u

E
= lim

t!0

J(u+ t(v � u)� J(u)
t

= lim
t!0

1
2a(u+ t(v � u); u+ t(v � u))� (f; u+ t(v � u))�

1
2a(u; u) + (f; u)

t

= lim
t!0

1
2a(u; u) + ta(u; v � u) +

1
2 t
2a(v � u; v � u)� (f; u)� t(f; v � u)� 1

2a(u; u) + (f; u)

t

= lim
t!0

ta(u; v � u) + 1
2 t
2a(v � u; v � u)� t(f; v � u)

t

= lim
t!0
(a(u; v � u) + 1

2
ta(v � u; v � u)� (f; v � u))

= a(u; v � u)� (f; v � u)

Donc u 2 Kg est solution de (7.2).
Caractérisation de la solution continue comme enveloppe des sous-solutions

continues

De�nition 32 Soit � l�ensemble des sous-solutions continues du problème6.1,
c�est à dire l�ensemble des z 2 V tel que :�

a(z; v) � (f; v)
z �  ; v � 0 7.3

Theorem 33 ([cf :16])Sous les hypothèses et les notations précédentes, la solu-
tion u du problème 6.1 est la plus grande des sous-solutions.

Proof. (i) On démontre d�abord que z est une sous-solution c�est à
dire z 2 �:
On a u est une solution du problème 6.5, alors :�

a(u; ~v � u) � (f; ~v � u) ;8~v 2 Kg

u �  ; ~v �  

On pose ~v = u� v avec v � 0:
Donc, �

a(u; v) � (f; v)
u �  ; v � 0

Alors u est une sous-solution du problème 6.5.
(ii) On démontre maintenant que u est le plus grand élement de

� :
Soit :

z = sup
u2�

u, z � u

18



z est une sous-solution du problème 6.5 alors :�
a(z; v) � (f; v)
u �  ; v � 0

Prenons v = z � u � 0 alors,�
a(z; z � u) � (f; z � u)
u �  ; z � u � 0 (F)

D�autre part on a : �
a(u; v � u) � (f; v � u)

u �  ; v �  

Posons v = z �  donc,�
a(u; z � u) � (f; z � u)

u �  ; z �  

, �
a(�u; z � u) � (�f; z � u)

u �  ; z �  
(FF)

Par sommation de (F) et (FF) on obtient :�
a(z � u; z � u) � 0

u �  ; z �  

Mais comme a(:; :) est une forme bilinéaire coercive alors :

a(z � u; z � u) � � kz � uk2H1 � 0

Ce qui nous donne :

a(z � u; z � u) = 0() z � u = 0

Alors,
z = u = sup

u2�
u

D�où u est la plus grande des sous-solutions .

Proposition 34 Considérons l�application � qui est dé�nie comme suit :

� : L1 (
)! L1 (
) 7.4

( ; f) ! � ( ; f) = u

Où u est une solution continue du problème 6.1.

Proposition 35 L�application � est une application croissante ,concave, linéaire
et lipschitzienne de constante 1.
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Proof. 1) � est croissante :
Soient  1;  2 dans L

1 (
) tel que :  1 �  2
Alors :

u1 = � ( 1) �  1 �  2

Donc u1 = � ( 1) est une sous-solution pour d�I.V 6.1 avec lobstacle  2 alors:

� ( 1) � � ( 2)

2) � est concave :
Soient  1;  2 dans L

1 (
) tel que :  1 �  2
Sachant que u1 = � ( 1) solution du problème 6.1 alors elle est une sous-

solution d�où: �
a(u1; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

u1 �  1 ; v � 0
Alors pour une constante � 2 [0; 1] nous avons :�

a(�u1; v) � (�f; v) ;8v 2 Kg

�u1 � � 1 ; v � 0
(I)

Comme on a aussi u2 = � ( 2) solution du problème 6.1alors elle est une
sous-solution donc : �

a(u2; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

u2 �  2 ; v � 0

Comme � 2 [0; 1] alors (1� �) 2 [0; 1] :
Donc �

a((1� �)u2; v) � ((1� �) f; v) ;8v 2 Kg

(1� �)u2 � (1� �) 2 ; v � 0
(II)

Par sommation des deux systèmes ?? ?? on trouve :�
a(�u1 + (1� �)u2; v) � (�f + (1� �) f; v) ;8v 2 Kg

�u1 + (1� �)u2 � � 1 + (1� �) 2 ; v � 0

(�u1 + (1� �)u2) est sous solution par rapport l�obstacle (� 1; (1� �) 2)
Donc �u1 + (1� �)u2 est la plus grande des sous-solutions , alors :

� (� 1 + (1� �) 2) � �u1 + (1� �)u2

D�où
� (� 1 + (1� �) 2) � �� ( 1) + (1� �) � ( 2)

Alors � est une application convexe , d�où la concavité .
3) � est linéaire :
Soit u1 = � ( + �) solution du problème 6.1 par rapport à l�obstacle  + �

et au second membre f ,alors :�
a(u1; v � u1) � (f; v � u1) ;8v 2 Kg

u1 �  ; v �  
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Donc u1 = � ( + �) est une sous solution du problème6.1 , c�est à dire :�
a(� ( + �) ; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  ; v � 0

Soit aussi u2 = � ( ) la solution du problème 6.1 par rapport à l�obstacle  
et au second membre f alors :�

a(u2; v � u2) � (f; v � u2) ;8v 2 Kg

u2 �  ; v �  

Donc elle est une sous solution du problème 6.1 ,d�où :�
a(� ( ) ; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( ) �  ; v � 0

En ajoutant un paramétre � > 0 à l�obstacle  ,on trouve :�
a(� ( ) ; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( ) + � �  + � ; v � 0

On a aussi :

a(� ( ) ; v) +

Z



a0�vdx � (f; v) +
Z



a0�vdx;8v 2 Kg

Alors, (
a(� ( ) ; v) +

R



a0�vdx � (f; v) +
R



a0�vdx ;8v 2 Kg

� ( ) + � �  + � ; v � 0

Comme on a :

a(�; v) =

Z



a0�vdx

Donc �
a(� ( ) + �; v) � (f + a0�; v) ;8v 2 Kg

� ( ) + � �  + � ; v � 0
Alors � ( ) + � est une sous solution par rapport à l�obstacle  + �:
Mais � ( + �) est la plus grande des sous solutions .�

a(� ( + �) ; v) � (f + a0�; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  + � ; v � 0

D�où:
� ( ) + � � � ( + �) (I)

D�autre part on a :�
a(� ( + �) ; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  + � ; v � 0
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Comme f � f + a0� donc :�
a(� ( + �) ; v) � (f; v) � (f + a0�; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  + � ; v � 0

Alors (
a(� ( + �) ; v)�

R



a0�vdx � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  + � ; v � 0
Donc �

a(� ( + �)� �; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

� ( + �) �  + � ; v � 0
Alors � ( + �)� � est une sous solution du problème 6.1 avec l�obstacle  
Mais � ( ) est la plus grande des sous solutions ,donc :

� ( + �)� � � � ( )

Ce qui implique que :

� ( + �) � � ( ) + � (II)

Alors d�après ?? et ?? on trouve :

� ( + �) � � ( ) + �

� � ( + �)

Donc
� ( + �) = � ( ) + �

4) � est lipschitzienne :
On note par :

� =  � ~ 
Si

 � ~ 

Alors
 � ~ +�

Par application de � on obtient :

� ( ) � �
�
~ +�

�
= �

�
~ 
�
+�

Alors,

� ( )� �
�
~ 
�
� �

Donc ���� ( )� � �~ ���� �



� ( )� � �~ �




L1(
)

� k�kL1(
)
=




 � ~ 



L1(
)

22



Proposition 36 Soit c une constante positive, alors nous avons :

�(f;  ) + c = �(f + a0c;  + c) 7.5

Proof. On pose
u = �(f;  )

u est une sous solution alors :�
a(u; v) � (f; v)
u �  ; v � 0

Alors (
a(u; v) +

R



ca0vdx � (f; v) +
R



ca0vdx ;8v 2 Kg

u+ c �  + c ; v � 0

Donc �
a(u; v) + a(c; v) � (f + ca0; v)

u+ c �  + c ; v � 0
D�où �

a(u+ c; v) � (f + ca0; v)
u+ c �  + c ; v � 0

Alors u + c est une sous solution , Mais ~u = �(f + a0c;  + c) est la plus
grande des sous solutions, c�est à dire :

u+ c � ~u

D�où
�(f;  ) + c � �(f + a0c;  + c)

Montrons maintenant que

�(f + a0c;  + c) � �(f;  ) + c

Soit � = �(f + a0c;  + c) une solution pour l�I.V,on a�
a(�; v � �) � (f + a0c; v � �) ;8v 2 V

v �  + c; � �  + c

d�une part on a

(f + a0c; v � �) = (f; v � �) + (a0c; v � �) (*)

= (f; v � �) +
Z



a0c(v � �)dx
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D�autr part

a(c; v � �) =

Z



0@ nX
i;j=1

aij (x)
@c

@xi

@(v � �)
@xj

+
nX
i=1

ai (x)
@c

@xi
(v � �) + a0 (x) c(v � �)

1A dx(**)

Z



a0 (x) c(v � �)dx

En substituant (**) dans (*), nous obtenons

(f + a0c; v � �) = (f; v � �) + a(c; v � �) (3*)

En substituant 3* dans(*), on obtient�
a(�; v � �) � (f; v � �) + a(c; v � �) ;8v 2 H1

0 (
)
v �  + c; � �  + c

Donc �
a(� � c; v � �) � (f; v � �) ;8v 2 H1

0 (
)
v �  + c; � �  + c

Posons v = � �
v

v
v � 0; il vient que

a(� � c;vv) �
�
f;
v
v
�

;8v 2 H1
0 (
)

v
v � 0; � � c �  

Donc � � c est une solution pour l�obstacle  et le second membre f:
Le fait que �(f;  ) est la plus grande des sous solutions.On conclut que

�(f + a0c;  + c) � �(f;  ) + c

Donnons maintenant quelques propriétés de la monotonie de la
solution continue d�inéquation variationnelle continue.

8 Propriété de la monotonie de la solution con-
tinue d�I.V continue

8.1 La monotonie de la solution continue par rapport au
second membre f

Lemma 37 Soient f; ~f deux seconds membres du problème 6.1,on note par
u = � (f)

�
resp:~u = �

�
~f
��

les solutions correspondantes aux seconds membres

f et ~f; nous avons :

Si f � ~f alors u = � (f) � ~u = � (f) 8.1
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et 


� (f)� � � ~f�



1
� c




f � ~f




1

Proof. Soit u une solution continue du problème 6.1 par rapport au second
membre f
Alors, �

a(u; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

u �  ; v � 0
Si

f � ~f v � 0

Alors
(f; v) �

�
~f; v
�

v � 0

Donc (
a(u; v) � (f; v) �

�
~f; v
�

;8v 2 Kg

u �  ; v � 0
Ce qui donne,

u 2 ~�

C�est à dire u est une sous solution pour l�I.V avec le second membre ~f
Mais,

~u = �
�
~f
�

est la plus grande des sous solutions alors,

u = � (f) � �
�
~f
�
= ~u

D�où la monotonie de la solution continue par rapport au second membre f .
Sachant que l�application � est Lipchitzienne dans L1 (
).

Soient f , ~f 2 L1 (
) et � = � (f) et e� = �
�
~f
�
; posons � = c




f � ~f




1
; avec

a0c � 1:
On a

f � ~f + a0c



f � ~f




 � ~f + a0�

D�où,

� (f)� �
�
~f
�
� �

De la même manière, échangeant les rôles de � (f) et �
�
~f
�
; nous obtenons

�
�
~f
�
� � (f) � �

Donc, 


� (f)� � � ~f�



1
� c




f � ~f




1
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8.2 La monotonie de la solution continue par rapport à

l�obstacle  

Lemma 38 Soient  ; ~ deux obstacles du problème 6.1 , on note par u = � ( )�
resp:~u = �

�
~ 
��
les solutions correspondantes aux obstacles  et ~ alors nous

avons :
Si  � ~ alors u = � ( ) � ~u = �

�
~ 
�

8.2

Proof. Soit u une solution continue du problème 6.1. par rapport à l�obstacle
 
Alors, �

a(u; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

u �  ; v � 0
Si

 � ~ ; v � 0

Donc �
a(u; v) � (f; v) ;8v 2 Kg

u �  � ~ ; v � 0

Alors u est une sous solution pour l�obstacle ~ et le second membre f ;

Mais ~u = �
�
~ 
�
est la plus grande des sous solutions , alors :

u = � ( ) � �
�
~ 
�
= ~u

D�où la monotonie de la solution continue par rapport à l�obstacle  .

8.3 Propriété générale de la monotonie de la solution con-
tinue

Le lemme ci-dessous établit une propriété générale de la monotonie
de la solution continue du problème 6.1 en ce qui concerne le second
membre f et l�obstacle  :

Lemma 39 Soient ( ; f) et
�
~ ; ~f

�
deux couples tels que : f et ~f sont deux sec-

onds membres et  et ~ sont deux obstacles ,on note par u = � ( ; f)
�
resp:~u = �

�
~ ; ~f

��
les solutions correspondantes du problème 6.1 . On a :

Si  � ~ et f � ~f; Alors � ( ; f) � �
�
~ ; ~f

�
8.3

Proof. Soit v = min(0; u� ~u); dans le cas où v est négatif (v � 0), on a

u < ~u � ~ �  

26



c�est à dire que l�obstacle n�est pas actif pour u.
Donc,pour cela nous avons

a(u; v) = (f; v); (car u <  );

Comme on a:
~u � ~ 

Alors si on ajout un v qui est négatif on obtient:

~u+ v � ~ 

On a ~u est une sur-solution de ce problème i.e :

a(~u; v) � (f; v)

Donc
a(~u; v) � a(u; v)

Alors
a(~u� u; v) � 0

Mais on a :
a(v; v) = a(u� ~u; v) = �a(~u� u; v) � 0

D�aute part on sait que la forme bilinéaire est coercive i.e:

a (v; v) � � kvk2 ; � > 0

Donc
a (~u� u; v) = 0

D�où
v = 0

Par conséquence,
u � ~u

c�est à dire on a :
u = � ( ; f) � �

�
~ ; ~f

�
= ~u

D�où la monotonie de la solution continue par rapport à l�obstacle  et au
second membre f .
Nous donnons quelques propriétés de la lipschitzianité de la solu-

tion continue d�I.V.
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8.4 Propriété de Lipschitzianité de la solution continue
par rapport à l�obstacle

Le lemme ci-dessous établit une propriété de la lipschitzianité de la
solution continue du problème 6.1 en ce qui concerne l�obstacle  :

Lemma 40 Soient  ; ~ deux obstacles du problème 6.1 , on note par u = � ( )�
resp:~u = �

�
~ 
��
les solutions correspondantes aux obstacles  et ~ alors nous

avons :
ku� ~ukL1(
) �




 � ~ 



L1(
)

8.4

Proof. On note :
� =




 � ~ 



L1(
)

On a :

 =  + ~ � ~ � ~ +
��� � ~ ���

� ~ + sup


ess

��� � ~ ���
= ~ +




 � ~ 



L1(
)

Alors on trouve que:
 � ~ +�

Soit f un second membre , par application de � on obtient :

� ( ; f) � �
�
~ +�; f +�

�
Maintenant en utilisant le lemme précédent on obtient:

� ( ; f) � �
�
~ +�; f +�

�
= �

�
~ ; ~g

�
+�

Alors
� ( ; f)� �

�
~ ; f

�
� �

De même, si on change les rôles des couples ( ; g) et (~ ; g) on obtient :

�
�
~ ; f

�
� � ( ; f) � �

Alors,

�
�
~ ; f

�
� � ( ; f) �




 � ~ 



L1(
)

D�où la lipschitzianité de la solution continue par rapport à l�obstacle  .
Le lemme ci-dessous établit une propriété générale de la lipschitzian-

ité de la solution continue du problème 6.1 en ce qui concerne la
condition aux bords g et l�obstacle  
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8.5 Propriété générale de lipschitzianité de la solution con-
tinue

Proposition 41 Soient ( ; g) et
�
~ ; ~g

�
deux couples tels que: g et ~g sont les

condition aux limites,  et ~ sont deux obstacles et u = � ( ; g) ; ~u = �
�
~ ; ~g

�
les

solutions correspendantes du problème 6.1. Alors , nous avons :

ku� ~ukL1(
) �



 � ~ 




L1(
)
+ kg � ~gkL1(@
) 8.5

Proof. On note :

� =



 � ~ 




L1(
)
+ kg � ~gkL1(@
)

On a :

 =  + ~ � ~ � ~ +
��� � ~ ��� � ~ + sup



ess

��� � ~ ���
� ~ +




 � ~ 



L1(
)

+ kg � ~gkL1(@
)

Alors on trouve que:
 � ~ +�

D�autre part on a:

g = g + ~g � ~g � ~g + jg � ~gj � ~g + sup
@


ess jg � ~gj

� ~g + kg � ~gkL1(@
) � ~g + kg � ~gkL1(@
) +



 � ~ 




L1(
)

Alors
g � ~g +�

Maintenant en utilisant le lemme précédent on obtient:

� ( ; g) � �
�
~ +�; ~g +�

�
= �

�
~ ; ~g

�
+�

Alors
� ( ; g)� �

�
~ ; ~g

�
� �

De même, si on change les rôles des couples ( ; g) et (~ ; g) on obtient :

�
�
~ ; ~g

�
� � ( ; g) � �

Alors,

�
�
~ ; ~g

�
� � ( ; g) �




 � ~ 



L1(
)

+ kg � ~gkL1(@
)

D�où la lipschitzianité de la solution continue par rapport à l�obstacle  et
à la valeur aux limites g:
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Remark 42 Si  = ~ alors 8.5 devient :

ku� ~ukL1(
) � kg � ~gkL1(@
) 8.6

Qui nous donne seulement la lipschitzianité de la solution u par rapport à la

condition aux bords g:

9 La régularité de la solution continue

La régularité de la solution de l�I.V continue du problème 6.1 repose sur le
théorème suivant :

Theorem 43 (cf : [12] ; [15]) la solution u du problème continu 6.1 satisfait la
propriété de régularité suivante :

u 2W 2;p(
); 2 � p � 1 9.1

10 Inéquations variationnelle du second genre
(2ème espece)

Soit le problème d�inéquation variationnelle de 2 ème espèce suivant :�
Trouver u 2 V

a(u; v � u) + j(v)� j(u) � hf; v � ui ; 8v 2 V (10.1)

Où,
-V est un espace de Hilbert.
-j(:) est une convexe propre et semi continue inférieurement.

Theorem 44 Si a(:; :) est symétrique, l�I.V(10.1) est équivalente au problème
de minimisation suivant:8<: Trouver u 2 V tq

I(u) = min I(v)
I (v) = 1

2a (v; v) + j (v)� l (v)
(10.2)

Proof. a (v � u; v � u) = a (v; v)� 2a (u; v) + a (u; u) � 0,

et a (u; v) � l (v)� l (u) + a (u; u) + j (u)� j (v) ;
d�où, a (v; v)+ a (u; u) � 2l (v)�2l (u)+2a (u; u)+2j (u)�2j (v)

�a (u; u) :
Donc a (v; v)+ 2j (v)� 2l (v) � a (u; u)+ 2j (u)� 2l (u) :

Inversement; supposons que u est solution de (10.2). Comme I(:) est Gateaux
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di¤erentiable en u::Alors D
I
0
(u); v � u

E
� 0; 8v 2 Kg

De plus, on a

0 �
D
I
0
(u); v � u

E
= lim
t!0

I(u+ t(v � u))� I(u)
t

En remplaçant I(:; :) par sa forme, on obtient aprés un détail très simple

0 �
D
I
0
(u); v � u

E
= lim
t!0

(a(u; v � u) + 1
2
ta(v � u; v � u)� (f; v � u))

= a(u; v � u)� (f; v � u)

d�où l�équivalence.

Theorem 45 Soit V un espace de Hilbert, a(:; :) une forme bilinéaire continue
coercive, et soit j : V ! IR

une fonctionnelle convexe propre et semi continu
inférieurement sur V , alors l�I.V du second espèce (10.1)

admet une unique solution.
Proof. Montrons d�abord l�unicité de la solution
Sachant que u est solution d�I.V du second genre, on suppose que u1 et u2

sont 2 solutions du même I.V,
a (u1; u2 � u1) + j(u2)� j(u1) � l (u2 � u1)
a (u2; u1 � u2) + j(u1)� j(u2) � l (u1 � u2)

Additionnons les 02 inégalités, on obtient -a(u1 � u2; u1 � u2 � 0:
Le fait que a(:; :) est coercive, u1 = u2
Existence
Premier cas
Nous considérons le cas d�une forme bilinéaire symétrique, l�inéquation vari-

ationnelle (10.1) est équivalente
au problème de minimisation (10.2)
Puisque j (:) est convexe propre et semi continue inferieurement:

Lim
kvk!1

I (v)! +1

Nous remarquons que le problème (10.2) et par conséquant le problème
(10.1) admet une solution.

Pour le cas général sans la supposition de symétrie, nous allons convertir le
problème en un problème équivalent
de point �xe. 8� > 0; le problème (10.1) est équivalent à trouver u 2 V tq:

(u; v�u)+�j(v)��j(u) � (u; v�u)��a(u; v�u)+� hf; v � ui ; 8v 2 V (10.3)
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Maintenant 8u 2 V considérons le problème suivant:�
Trouver w 2 V tq

(w; v � w) + �j(v)� �j(w) � (u; v � w)� �a(u; v � w) + � hf; v � wi ; 8v 2 V
(10.4)

Ce problème admet une unique solution pour

w = P�u

Le point �xe de l�application P� est solution du problème (10.1) pour �
su¢ sament petit � > 0;

P� est une contraction et donc admet un point �xe unique.
8u1; u2 2 V; soit w1 = P�u1 et w2 = P�u2; alors nous avons

(w2; w2�w1)+�j(w2)��j(w2) � (u1; w2�w1)��a(u1; w2�w1)+� hf; w2 � w1i

De même

(w1; w1�w2)+�j(w1)��j(w2) � (u2; w1�w2)��a(u2; w1�w2)+� hf; w1 � w2i

Additionnant les 02 inégalités et par simpli�cation, nous obtenons:

kw1 � w2k2V � (u1 � u2; w1 � w2)� �a(u1 � u2; w1 � w2)
= ((I � �A)(u1 � u2; w1 � w2)

Donc,
k(I � �A)uk2V � (1� 2��+ �

2M2) kuk2

Où � et M sont les constantes de continuité et coercivité de a(:; :):
Pour � 2

�
0; 2�M2

�
; l�application P� est contractante sur l�espace V. C.Q.F.D

11 La régularité de la solution continue

La régularité de la solution de l�I.V continue 6.1 repose sur le théorème suivant
:

Theorem 46 (cf : [12] ; [15]) la solution u du problème continu 6.1 satisfait la
propriété de régularité suivante :

u 2W 2;p(
); 2 � p � 1 10.5
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