Fonctions Harmoniques
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Dans ce cours, on effectue quelques rappels sur les fonctions harmoniques
définies sur des ouverts de R?, qui satisfont par définition Af = 0 ou

0? 0?
A = — 4+ — est l'opérateur Laplacien.
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1 Définitions et résultats fondamentaux

Soient E un ouvert dans R? et D(z,7) un disque ouvert centré en zq et de
rayon 1 .

Définition 1 Une fonction f est dite de classe C? si ses dérivées partielles
secondes
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existent et sont continues.

Exemple 2 Soit f: R?> — R définie par f(x,y) = 2* + 2zy® + 4.
Calculer toutes les dérivées partielles de f.
f est de classe C* dans R?, on a
of 35,53 O0°f , , Of
g 0 Y) v°+2y°, o5 (n,y) =1227 ¢ y0r

of B s O°f B *f o
3y (z,y) = 6ay’, e (z,y) =122y et ax(‘?y(x’y) = 6y°.
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Définition 3 Une fonction f de deux variables réelles définie dans un ouvert
E est dite harmonique dans E, si elle est de classe C* et satisfait l’équation
de Laplace
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Af = _f + _f =
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Exemple 4 Soit f(x,y) = 2° — y* + 2zy,
comme f est de classe C*> dans R? et
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donc f est harmonique.

Proposition 5 Soit f(z) = P(x,y) +iQ(x,y) une fonction holomorphe.
Si P et QQ sont deuz fonctions de classe C? alors P et QQ sont harmoniques,
de plus,
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et
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Exemple 6 Soit f(z) = 2% = (v +iy)® = 23 + 3izy — 3wy? — iy,
posons f(z) = P(z,y) +iQ(z,y)
ou P(z,y) = 2° — 3zy? et Q(v,y) = 3%y — y°

et comme
oP 0’P
Sy = 3a? — 3y = a5z (@) =62
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donc P est harmonique.

De plus
oP N
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8_y(x’y) = —bry = 8:1:—6y($’y) = —06y
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De méme maniére, on a

0 0?
a—f(m,y) = boy = 8—;22(33,9) = 6y
0 0?
a—cy?(a:,y) = 32’ -3 = 8—;22(1',9) = —6y
0%Q 0%Q
donc @) est harmonique.
De plus,
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1.1 Fonctions harmoniques conjuguées

Si f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) est une fonction holomorphe dans FE, alors P et
() sont harmoniques dans FE.

Exemple 7 La fonction f(z) = 22

alors les fonctions

= 2% — 9% + 2izy est holomorphe sur C,

P(z,y) = 2° — y* et Q(v,y) = 2zy



sont nécessairement harmoniques dans C, en effet
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Si on peut trouver une fonction @ telle que P(x,y) + iQ(x,y) est holo-
morphe dans F, alors () sera appelée la fonction harmonique conjuguée de
P.

Exemple 8 Vérifier que la fonction P(x,y) = 23 —3xy*—5y est harmonique
dans R2.

Trouver une fonction harmonique conjuguées de P.

- On a P(z,y) = 23 — 3xy?® — 5y, alors

P 2p P
g—x(x,y) = 3x2—3y2:g—2(x,y):6x et aa—y(x,y)z—fixy—f):
82P 0?P
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par conséquent, P est harmonique dans C.
- Soit Q) une fonction harmonique conjuguée de P,
en utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, on a

0 oP

8_22(1;7 y) — g(m’ y) = 31’2 — 3y2 ...... (1)
0Q B orP
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en dérivant ’équation (3) par rapport a x et remplagant dans (2), on
trouve
0
Wlew) = 6oyt k() =6ay+5
x
= k(z)=5
= k(z)=5bx+4+¢, ceR

Ainsi
Q(z,y) = 327y — 2y° + 5z + ¢, € R.

Corollaire 9 Si P et Q sont deux fonctions de classe C?, harmoniques et
conjuguées alors la fonction complexe f(z) = P(x,y) +1Q(z,y) est holomor-
phe.

Proposition 10 Toute fonction holomorphe sur un ouvert E est harmonique
sur E.

Remarque 11 Les fonctions holomorphes sont non seulement analytiques
mais ausst harmoniques.

Définition 12 Une fonction f a wvaleurs complexes est harmonique si et
seulement si ses parties réelle et imaginaire soient harmoniques.

Exemple 13 FEst-ce que la fonction Q(z,y) = (2? +1)y? peut former la
partie imaginaire de la fonction holomorphe f(z) = P(x,y) +iQ(x,y)?
On a

9Q _ 2 0*Q o2
oy (DY) = 2oy” = o5(2,y) = 2y
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puisque
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AQ = w(%y)ﬂLa—yg(%y)

= 2’ +yt 4 1)
# 0, pour tout (z,y) € R?
donc () nest pas harmonique sur R2.

Par conséquent, () n’est pas une partie imaginaire d’une fonction holo-
morphe.



Proposition 14 Soit P : D(zp,7) — R est une fonction harmonique réelle
dans D alors, il existe une fonction f : D(z9,7) — C holomorphe dont P
est la partie réelle dans D(z,r).

Exemple 15 Trouver une fonction holomorphe f dont la partie réelle est
P(z,y) = 2* — 3xy* — 5y avec f(0) = 0.

Puisque f est holomorphe, elle satisfait les conditions de Cauchy-Riemann,
i.e
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= (32° —3y®) — i (—6zy — 5) = 3(2® — ¥ + 2izy) + 5i
= 322455
alors

() =322 +5i = f(z) =2 +5iz+¢, ce€C

et comme f(0) =0= c=0.
Donc f(z) = 2% + biz.



