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Notation 3.0.1 Dans ce qui suit:
1- k est le corps R ou C,
2- k™ est l’espace vectoriel sur k des colonnes a n éléments dans k
3- L’espace vectoriel des matrices o coefficients dans k, a n lignes et p colonnes est

noté M, , (k). Il est de dimension n X m. Quand n =m, on le note M,, (k).

3.1 Normes Vectorielles

Définition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps k. Uapplication ||.| : E —
R, définit une norme sur E si elle vérifie les conditions suivantes:

1- ||v|| = 0 si et seulement si v =0; Yv € E,

2- | Av|| = Al ||v]; VA € R ou C,

3- ||v1 + vo|| < |loi|| + ||ve]| ; Yv1, vo € E.

Définition 3.1.2 (Espace verctoriel normé) Le couple (E, ||.||) est appelé espace vercto-

riel normeé.

Exemple 3.1.1 Sur k™ généralement, on définit les normes usuelles suivantes:

n
a. [[olly = [or] + [vaf + o 4 fou] - = 2 fuil,

=1
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3.1. Normes Vectorielles

n

b. flvll, = Voi4v3+ .. +02 = />0 = v/

12)

3=

¢ loll, = (oaf” + ool + .. + |va[")

d. |Jvllo = max(forl, [vaf, s Jon]) = max o]

Théoréme 3.1.1 Soit p € [1, + oo[. L’application |.||, définie une norme. Et nous

remarquons les inégalités suivantes :

Inégalité de Minkowski

L’inégalité triangulaire :

pour u, v € K*, lu+ o, < lull, + v,

est appelée inégalité de Minkowskz.

Inégalité de Holder

Pour p et q tels que % + % =1, linégalité :

n

pour u, v € k", Z lu;v;| < ||U||p X ||U||p

i=1
est appelée inégalité de Hélder.
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Dans ["inégalité de Holder si p = q = 2, on obtient ['inégalité :

n
pour u, v € k", Z [uivi] < lully x o], -

i=1

Cette derniére est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.1.1 Equivalence de deux normes

Définition 3.1.3 Soit ||| et |.| deuz normes définies sur le méme espace vectoriel E

de dimension finie. On dit que ||.|| et ||| sont équvalentes, s’il existe o et B € R tels

que, pour tout v € E

Blloll < vl < eflof].
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3.2. Normes matricielles

3.2 Normes matricielles

3.2.1 Norme matricielle

Définition 3.2.1 Une norme matricielle est une application notée ||.| - M, (k) — R,
vérifiant les propriétés suivantes:

1- ||A]| = 0 si et seulement si A =0; pour toute A € M,, (k) ,

2- |A x B|| < ||A|| x ||B||; pour toutes A, B € M, (k),

3- |JA+ B|| < ||A|| + || B ; pour toutes A, B € M, (k).

3.2.2 Norme matricielle subordonnée

Définition 3.2.2 Soit ||.| une norme vectorielle sur E = k™. On appelle une norme
matricielle subordonnée ou associée o cette norme vectorielle (norme matricielle induite,
par cette norme vectorielle) sur M, (k) , toute application notée par
-1 My, (k) — Ry
A—[[|All|= sup || Av]|
vek™, ||v||=1

Proposition 3.2.1 Si |||.||| est une norme matricielle subordonnée, alors on a :

1- pour toute A € M,, (k), pour tout v € k™ : || Av|| < |||All] [|v]| ,

2- pour toute A € M, (k), pour tout v e k™ : ||| A||| = km&ﬁxu X | Av]|,
vek™, ||lv||l=
3- pour toute A € M, (k), pour tout v € k™ : ||A|||= max [Av]

vekn, ||v||=1 ol
Preuve Soit A e M, (k)
1= [| Aol < [ Al [v]l?

Cas 1 : Soit v € k™ non nul

On pose : y = ﬁv, alors ||ly|| = mv =1, ce qui implique ||Ay|| < |||A||| (d’apres
la définition de la norme ||.||])-

En remplacant y = HTl\\U’ on obtient

1
Jagare] < nan
o]
d’ot
| Av|
= < [IIA]l]
o]
ce qui montre que
[Av]| < [[[A[] {|o]
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3.2. Normes matricielles

Cas 2 : Siv est nul

Dans ce cas Av = 0 et l'inégalité
[Av[| < [IIA[[[ [[o]l est vérifiée.

2-[l[Alll = | Avl|?

k" H H 1
Comme Uapplication v — ||v]| est continue sur 'ensemble {v € k™, |jv|| =1} qui est
compact de K", donc il existe vg € {v € k", ||v|| =1} tel que :

[[A[ll = [|Avo]l = max |l Av].

vekn, [lvl|=1

S [Al] = _max Lo

vek?, ||v||=1 [lv]|
Si v est non nul, on a

i - Gl
I N

— e {vek” |v|=1}

et

ce qui montre que

[ Av]]

vekn, [lol=1 |lv||

Al =

Proposition 3.2.2 Soit A = <a13)1<1 j<n € My (k). Alors :

lAvll, _
|||A|||1 = Sup o ||11

max. Z 23]

[Avllye
o T A ; 2

2- [[[A]l o = sup

Preuve 1- Pour tout vecteur v, on a :

lAvll, = >
i=1

n
E aij Uj
Jj=1

IN

n n
Z |v;] Z |aij|
j=1

n
< <11;1]?§ 2|%‘|> o]l
1=

Maintenant montrons que le nombre (11232( > \aw|) est le plus petit nombre o pour
i<n i3

lequel l'inégalité ||Av||, < ajv||; a lieu pour vecteur v.
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3.2. Normes matricielles

Construisons un vecteur u tel que:

[Aull, = (gglag Zlaul) lelly

On considére u de composantes
0 sii+# Jo
1 sii=j
ou jo est un indice vérifiant:
n n
max Y fai;| = Y laijo|
1 i=1

1<j<n <
1=

2- De la méme fagon,on a

|Av]l, = max

n
< (i
< (ggg 3 |%|> V]| oo

max Z ||

Maintenant montrons que le nombre max ) est le plus petit nombre 5 pour
A

lequel l'inégalité || Av|| , < B|v]l, @ liew pour vecteur v.

Construisons un vecteur u tel que:

n
1 Aul|, = (ggzg; Z;Iaul) lullo
j:

On considére u de composantes

Qigj .
—  Sia;,; 0
’aioj’ e

Uj =

1 St Aip5 = 0
ot ig est un indice vérifiant:

max Z Jasg| = Z o] -

1<i<n
j=1
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3.3. Rayon spectral

Exemple 3.2.1 5i

1 -2
A=
3 0
2
IAlll, = 1121]a<x2 Z la;;| = max (a11 + a21, a12 + aze) = max (4, —2) =4,
Al = 1r£1a<x Z la;;| = max (a11 + a2, @21 + ag2) = max(—1, 3) = 3.

3.3 Rayon spectral

3.3.1 Valeur propre d’une matrice carrée

Définition 3.3.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n et \ € C. On dit que \ une valeur

propre de A, s’il existe un vecteur v € R™, v # Orn telle que
Av = .
Remarque 3.3.1 v est appelé vecteur propre de A associé a .
Proposition 3.3.1 \ est la solution de [’équation
det(A—AX1,)=0

Remarque 3.3.2 Les valeurs propres de A sont donc les racines du polynome Py (x) =
det (A — z I,,), appelé polynome caractéristique de A. C’est un polynome de degré n, il y
a donc n racines dans C (non nécessairement distinctes). La matrice A a donc n valeurs

propres dans C (non nécessairement distinctes).

3.3.2 Valeurs propres et matrices définies positives

Proposition 3.3.2 Soit A € M,, (R) une matrice symétrique. A est définie positive si et

seulement si les valeurs propres de A sont strictement positives (> 0).

3.3.3 Matrices semblables

Définition 3.3.2 Soit A et B deux matrices carrées d’ordres n. On dit que A et B sont

semblables s’il existe une matrice inevsible notée P telle que

A=P'xBxP.
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3.3. Rayon spectral

Proposition 3.3.3 Si A est une matrice carrée symétrique alors toutes ses valeurs pro-

pres sont réelles et il existe une matrice orthogonale P telle que :

MO 0

0 Ao oo 0
Pl'xAxP=1| . . ... . | =D

0 0 .. An

ot P71 = PT les \; sont les valeurs propres de A.
A est donc semblable a la matrice diagonale D.
Exemple 3.3.1 Soit la matrice carrée d’ordre 3

011
A=110 1 | eM3(R)
110
On a

Pa(z) = det(A—=zx I3)

— (@-2)(@+1)’

Les valeurs propres de A sont
.

)\1 =-1
Ay =—1
\ A3 =2
Les vecteurs propres associés sont
Pour A\; = Ay = —1 (une valeur propre double)

E_1 = {UERsl (A—f-Ig)U:ORS}

= {(x1, @9, x3): 21 + 22+ 23 =0}

= Veet {(-1, 0, 1), (1, —2, 1)}

24



3.3. Rayon spectral

Pour A3 =2
= {(:C17 T, x3) DX =T = 11:3}
= R (1, 1, 1)
1 1
011 -1 0 !
, P = -1 _ 1 11
St P = 101 ]|,onaP = 11
111
1o 3 3 3
-1 0 0
P'AP = 0 —1 0
0 0 2
S e
V2 V6 V3
. / o 2 1 1_1 o T
Remarque 3.3.3 Si on prend P = 0 - |, on a P~ =P etona
1 1 L
V2 Ve VB
-1 0 0
PTAP'=| 0 -1 0
0o 0 2

Remarque 3.3.4 Deux matrices semblables ont méme trace.

3.3.4 Rayon spectral

Définition 3.3.3 Le rayon spectral noté p (A) est le plus grand module des valeurs propres

de A, et on écrit

p(A) =max{|\|, A € C, X valeur propre de A} .
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3.3. Rayon spectral

3.3.5 Approximation du rayon spectral par une norme matricielle

Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, alors pour toute norme ma-

tricielle, (subordonnée ou non) on a:
p(A) < |IA]l.

Preuve Soit A une valeur paropre de A telle que: p(A) = |\|. Il existe une vecteur non
nul v € R" tel que :
Av = .

Puisque X est non nul, alors il existe un vecteur v; € R" tel que
v X vl # Ogn.
D’apres la définition de la nome matricielle, on obtient :

p(A) ||v X vlTH = |} Hv X vlTH

= H()\v) X vlTH

= [[(Av) x o]

= A xw)]

< JA[HJo < of |
ce qui implique
p(A) < ||A]

Théoréme 3.3.2 Soit A = (a;;) € M, (k) et Ve > 0. Il existe une norme ma-

1<i, j<n

tricielle subordonnée |||.||| telle que :
[IA[ll < p(A) +&, Ve > 0.

Preuve FEzercice.

Proposition 3.3.4 Soit A= (a;;),; ;<, € Ma (k). Alors :
[ Av]] .
[1[Alll, = sup ol L= p (A x A) =47,
2

Preuve FEzxercice.
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3.3.6 Norme de Frobenius

Théoréme 3.3.3 L’application

-1l : M, (k) — R,
AsllAllp= ] > laij|*= /Tr(A*xA)

>2,)xn

est une norme matricielle non subordonnée invariante par transformation unitaire et ap-

pelée norme de Frobenius. Elle vérifie :

pour toute A € M, (), |[Alll, < [ All, < Va||All,.

3.4 Inversion de matrice

Théoréme 3.4.1 On désigne par I,, la matrice identité de M, (R)
1- Soit ||.|| une norme matricielle induite sur M, (R). Si A € M,, (R) est telle que

|A|| < 1, alors la matrice I, + A est inversible et

H%+A)WST;MW

2- Si I, + A est singuliére (non inversible), alors ||Al| > 1, pour toute norme matricielle

Preuve I- (1, —i—A)_lH < 1—ﬁA||?
On a :

(In+A)v=0= [jo] = |Av] < [[A[[ ][]

Comme ||A|| <1, on a :

lo]] =0

ce qui tmplique I, + A est inversible.
Comme

(I, +A) ' =1, —A[,+ A"

on a

(L +A)7 = |[I.—AU.+A4)7

< T+ A < |[(L+ A7
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ce qui implique

(L= [Al) > (L +A) 7' <1

donc

2+ A7) %

2- Si I, + A est singuliére (non inversible), alors ||Al| > 1, pour toute norme matricielle
107

Puisque I, + A est singuliére, alors det (I, + A) = 0, ceci est équivalent a A = —1 est
une valeur propre de A.

Soit p(A) = max {|A|, X € C, X valeur propre de A}, alors :
L<p(A) < [IA].

Corollaire 3.4.1 Toute matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

3.5 Suites de vecteurs et de matrices

Proposition 3.5.1 Soit B € M, (k). Les conditions suivantes sont équivanlentes:

k_
(i) . hquoo B* =0,
(2i) pour tout v € k", . lim B*v =0,
— 400
(30) p(B) <1,

(41) || B|| < 1 pour au moins une norme matricielle.

Preuve (i) = (2i)?

Soit ||.|| une norme vectorielle et |||.||| la norme matricielle subordonnée. Alors

VE >0, Yo e k", 0< || B | < |||B|| vl -

Par passage a la limite avec i 11111 H!Bkm =0, on obtien
lim ||B"| =0
k—s400
et donc
lim Bfv =0
k— 00

(2) = (3i)?
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Supposons que

p(B) > 1 (par contraposée)

Alors, il existe A € k tel que |\| > 1 et un vecteur v € k™, v # 0 tel que

Bv = )\v
Par récurrence Vk > 1, on montre que
B*vy = B*¥(Bv) = AB¥ v = ... = My
donc, pour toute norme vectoriel, on a
k
|B"o|| = A" |lv]]
Or
. lim A" =400 oul (car |A| > 1)
— 400
donc
lim Bfv#£0
k—+o00
ce qui contredit i hril Bfy =0.
D’ou (2i) = (3i)
(3i) = (44)?
On ap(B) <1, alors
1—p(B)>0.
Posons
1—p(B
€= —g( ) > 0.

D’aprés le Théoréme (2.3), il existe une norme matricielle subordonnée telle que

1Bl < p(B)+e

= p(B)Jrl_g(B)
B 1+/2)(B) <1

D'ow (3i) = (4i).
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3.5. Suites de vecteurs et de matrices

(4i) = (i)?

Par récurrence, nous pouvons montrer qu’on a Nk > 1
1B < 1BI|B*] < . < 181"

Puisque |B|| < 1, donc

lim |B|"=0
k— 00
ce qui montre que
lim B*=0.
k—+o00
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