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Equations Différentielles de second
degrés

e Exercice 02: Résoudre les équations
différentielles suivantes:

*a) y"'-2y'+y =0,

e b) V'+9y =x +1.



* La premiere équation, a savoir

yrr_zyr_l_y -0

est un équation difféerentielle homogene du
second ordre a coefficients constants.

Dans ce qui suit, on va donner un bref rappel
sur la résolution de ce type d’équation.



Rappel 1

* La solution de I'équation différentielle
ay"+by"+cy =0 ....(1)

dépend des racines de I'équation
caractéristique associé a I'équation (1), qui est

at’+bA+c =0

Qui, comme tous le monde le sait, possede soit:



* 1) Deux racines réelles distinctes A, 4,
la solution générale alors de 'équation (1) est :

y =ce® +ce”; ¢,c, elR

2) Une racine double A, dans ce cas
la solution générale de I'équation (1) est:

y =(cx +c,)e™; c,c, IR



e 3)Deux racine complexes
A=a+1f, L=a—-1p
La solution générale de I'équation (1) est:

y =e“ (c,cos fx +c,sin fc)



 Revenons a notre équation, a savoir

y'=2y'+y =0
e |'équation caractéristique associée est
A°—-21+1=0

Et qui a une racine double A=1d’ou la solution
de notre eéquation différentielle est

=(c.X +C,)e”: avecc,,c, desconstantes réelles.
1 2 11¥2



Rappel 2

e La solution générale d’une équation différentielle
de second ordre a coefficients constants non
homogene

y'+py’+ay =t (x)

P, étant un polyndme de degré n, est de la forme
y — yO =+ y p

ou}; est la solution de I'équation homogene (voir

Rappell) et ¥ ,est une solution particuliere qu’on
cherchera comme suit



Sif (x)=P (x)e®”
(P, est un polynome de degrés n)

* 1)si a n'est pas une racine de I'équation
caractéristique, alors on cherche |a solution
particuliere sous la forme:

yp :Qn(x)eax
OuQ, est un polyndme de méme degrés que P,

.2) si a est pas une racine simple de I’équation
caractéristique, alors on cherche |a solution
particuliere sous la forme:

y, =xQ,(x)e"



e 3)siaestune racine double de I’équation
caractéristique, alors on cherche la solution
particuliere sous la forme:

yp :XZQn(X)eax



 Reprenons notre équation
. y'+9y =x+1 ... (2)

e Comme on |'a vu dans le rappel 2, on
cherchera la solution générale de (2) sous |la
forme Yy =Y;ty, ouy, estla solution de
'équation homogene ety, une solution
particuliere



Calcule de la solution Homogene

* |'équation caractéristique associée a (2) est
A°+9=0

possede deux racines complexes
A =3i et 4, =-3i (atifaveca=04=3)

* D’ou la solution homogene est

Y, =e"(c,cos3x +c,sin3x) =(c,cos3x +¢,sin3x)
(avec c,,c, deux constantes réelles)



La solution particuliere

* La solution particuliere est une solution qu’on
cherchera suivant la forme du second membre
de I'équation différentielle.

e Dans le cas de (2), on af (x)=x+1=e"(x +1)

 Et comme 0 n’est pas une solution de
I’équation caractéristique de (2), on cherche la
: 0
solution sous forme 'y =e”Q,(x)=aX +hb,

avec g, et b, des constantes qu'on déterminera



Pour calculer les constantes, on dérive deux fois
Y, etonremplaceradans (2), onaura:

y, =& =Y, =0quon remplacera dans (2), on obtient
0+9(ax +b,)=x +1,
d'ou en identifiant les deux membres, on aura
1

1
aizb1:§:>yp :§(X +1)



* D'ou la solution générale de I'équation
differentielle (2) est :

y :)/O_I_>/p:>

Yy =C, COS3 X+ C, SIn 3X +é(x +1)



